BROFFICE NA DIGITACAO DE FORMULAS
MATEMATICAS

Aureo Quintas Garcia!, Gilson Tumelero 2

Resumo

Diante do desenvolvimento tecnolégico, que vivemos é cada vez mais necesséario
que se domine ferramentas de informatica que nos auxilie em nosso trabalho. Em
matematica nao é diferente, uma vez que, é nesta ciéncia que mais se evidencia a
necessidade do uso de softwares ligados tanto a area de ensino quanto a drea de
pesquisa (num sentido amplo, estamos nos referindo as aplicagoes as engenharias).

No que diz respeito a softwares educacionais, estaremos apresentando uma fer-
ramenta muito eficiente na digitacdo de férmulas matematicas. No mercado e-
xistem diversos softwares proprietarios que desempenham tais fun¢des muito bem.
Porém nossa intensao é apresentar um software livre que desempenhe de forma
bastante eficiente esse objetivo e que é de facil aprendizagem.

Mais especificamente iremos apresentar uma suite de produtividade livre e com-
pleta; o BrOffice, que possui todas as funcionalidades de outras suites proprietarias
mais conhecidas.

A nossa apresentagao se dard na forma de uma oficina que serd constituida

pelos seguintes itens:

1. Construgao e edicdao de férmulas matematicas usando o BrOffice editor de
texto. Nesta parte da oficina, estaremos propondo que os préprios partici-
pantes construam e editem expressoes matematicas previamentes sugeridas.
Expressoes estas que vao das mais simples usadas no ensino fundamental até

as mais elabordas usadas no ensino superior.
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2. Utilizagao do BrOffice planilha: Iremos mostrar e comparar as aplicacoes
mais comuns desta planilha com outras conhecidas. Por exemplo, confeccoes

de tabelas, operacoes elementares entres linhas e colunas.



CONSTRUGCAO DE RACIOCINIOS PARA AS
DEMONSTRACOES MATEMATICAS

Lilian Akemi Kato 3

Resumo

Uma das principais dificuldades dos académicos ao ingressarem no curso de
Matematica, refere-se ao desenvolvimento de habilidades 16gico-matemadticas neces-
sarias para justificarem cada uma das etapas envolvidas numa resolu¢ao matemaética,
bem como para munirem-se de argumentos consistentes que embasem suas atitudes.

Tais competéncias podem ser aprimoradas por meio de atividades adequadas
que suscitem e favorecam a construcao dos raciocinios bdsicos, necessarios para
as demonstragoes matematicas, além de contribuir para que os futuros professores
de matemaética desenvolvam tais conhecimentos que lhes permitam responder as
necessidades de sua formacgao profissional.

Nesse sentido, este mini-curso pretende abordar os elementos da linguagem e da
l6gica matematica mostrando como esses elementos sao usados nas demonstracoes
matematicas. Pretende-se trabalhar com os elementos da logica relacionando-os
com a linguagem cotidiana e a linguagem matematica. Os participantes deverao

fazer alguns exemplos de demonstracoes classicas, elementares, da Matemadtica.
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O USO DE JOGOS NO ENSINO DE
MATEMATICA

Marie Claire Ribeiro Péla 4

Resumo

A construgao do conhecimento no ser humano se faz também através de situacoes
de conflito e o0 jogo é um processo visivel onde as pessoas estao constantemente
tendo que resolver conflitos. Essa tensdo que o jogo provoca, gera conhecimento.
Logo, nao é o jogo que traz o conhecimento, mas o processo de pensar. Durante o
mini-curso os alunos terao a oportunidade de conhecer varios jogos que poderao ser
usados para trabalhar contetidos de Matemética e, principalmente, discutir sobre

as vantagens de usa-los no ensino de Matemaética.

4Profesora da Universidade Estadual de Londrina



O USO DE TECNOLOGIAS NO ENSINO DE
MATEMATICA

Marie Claire Ribeiro Péla ®

Resumo

O computador e todas as facilidades que ele oferece para representar objetos
do mundo real, simular situagoes do cotidiano, pode ser um poderoso aliado do
professor de Matematica. Ele favorece uma aprendizagem por descoberta, facilita
a visualizacao, a compreensao de conceitos dificeis de serem compreendidos com as
velhas tecnologias estdticas como o lapis, o papel, o giz, o quadro. Abrem-se novas
possibilidades para imaginar, estimular o raciocinio, levantar hipéteses e testa-las.
Finalmente as aulas de matemaética podem ser vistas como laboratérios, como as
de biologia, de fisica. Na palestra serao mostrados alguns tipos de softwares e sites

da Internet que podem ser usados nas aulas de Matematica.

5Profesora da Universidade Estadual de Londrina



APRENDIZAGEM M@TEMATICA: UM OLHAR
PARA A CONSTRUCAO DOS CONCEITOS NAS
SERIES INICIAIS

Tatianne Andréia Verboski 6

Resumo

A educacgdo matematica a tempos vem permanecendo em constante evolugao e
consolidacao, buscando enfatizar as diferencas entre a matematica enquanto ciéncia
pura e o trabalho realizado no campo do ensino, principalmente com relacao
ao processo de transposicao diddtica da matemética realizada pela escola. As
diferencas entre a ciéncia matematica e a sua transposicao didatica sao de extrema
importancia quando discutimos a natureza da atividade matematica presente na
escola. Nosso trabalho tem como objetivo proporcionar questionamentos acerca
da importancia de uma melhor compreensao da atividade matemaética realizada
pelos nossos professores de séries iniciais, conseqiientemente, de seus alunos, uma
vez que muito se discute a importancia de se promover a capacidade do aluno de

aprender a aprender.

Palavras-chave: Aluno, Educacao, Matematica, Professor.

Introducao

Durante muito tempo, a escola desenvolveu a matematica sem se preocupar com
o processo de desenvolvimento cognitivo e afetivo-social de seus alunos, onde o “fazer
matematica”era o principal objetivo da escola e, nao mudava seus habitos, mesmo ao
constatar que essa atitude transformava o ensino desta disciplina numa ferramenta de
exclusao social, propiciando também, a expulsao gradativa da crianga do ambiente da

real aprendizagem escolar.
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Geralmente, a atividade matematica é vista como uma atividade distante das
capacidades cognitivas das criangas, sendo assim, o “fazer matematica” fica extremamente
dependente da mediacao realizada pelo professor. Sendo o professor quem proporciona
o conhecimento essencial para habilitar o fazer matemético da crianga.

Golbert (2002) citando Greeno (1989):

[...] os estudantes trazem para a sala de aula muito conhecimento
adquirido informalmente, na sua maior parte intuitivo e implicito
e impossivel de ser articulado e refletido. E na sala de aula que
devem surgir oportunidades para que as intuicoes sejam aplicadas
na construgao de explicagoes e interpretagoes, isto é, que sejam
objeto de reflexdo consciente e intencional. (GOLBERT, 2002, p.
45)

Tendo consciéncia que a educagao matematica pode ser considerada um espaco
escolar destinado a realizacao de atividades mais abrangentes que a prépria matematica,
deve-se questionar o quanto de matematica pode-se propor aos alunos das séries ini-
ciais na perspectiva da educagao matemadtica. Todavia, os alunos podem apresen-
tar dificuldades. Tais dificuldades podem ser indicios da prépria concepcao do “fazer
matematica” presente num grupo de professores que busca compreender a papel do pro-
fessor como mediador do conhecimento matematico.

Sendo assim, surgem alguns questionamentos: Que tipo de mediacao realizamos
em nossas escolas? Valorizamos cada aluno em seu potencial de fazer matematica? Tais
questionamentos buscam oportunizar dentro da comunidade cientifica o debate acerca da
producao matematica dos alunos que se encontram nas séries iniciais. Podemos destacar
a importancia dos estudos cientificos no campo da educagao matemaética na busca da

compreensao dos processos de constituicao da producao matematica nas séries iniciais.

Construcao do Conhecimento Matematico

Levando em consideragao a construgao histérica do conhecimento matematico, fica
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evidente que o mesmo tem sido elaborado a partir da tentativa do homem de compreender
e interagir em seu mundo. Na Grécia Antiga, berco da Matematica, muito pouco os que
tinham acesso ao conhecimento formal. Podemos citar, por exemplo, os escribas que
eram considerados homens especiais, dotados de inteligéncia acima da média, os tnicos
capazes de decifrar e desfrutar dos conhecimentos geométricos e aritméticos da época.

Segundo Miorim, a escola Pitagérica foi a responsavel pela concepgao de que
os homens que trabalham com os conceitos matematicos sao superiores aos demais.
Baseando-se nesses fatos e em estudos de Piaget, os quais afirmam que a crianga constroi
o conhecimento através da interacao com o outro e com o mundo, fica contraditério que
algumas escolas ainda tenham uma visao de que a crianca, ao ingressar na escola, nao
¢ dotada de conhecimentos, mantendo, dessa forma, um ambiente inoportuno aos seus
alunos. Para Kamii (1994), o ambiente social e a situacao que o professor cria sao cruciais
no desenvolvimento légico-matematico.

E evidente que o processo de ensino-aprendizagem nas séries iniciais é menos
analitico que nas séries finais. Porém, sabemos que é nessas séries iniciais que as criangas
dao inicio a formacao dos primeiros conceitos cientificos.

Com este cendrio, vemos a Matematica, com seus conceitos caracterizados de
maneira social. Uma vez que, a relacao existente entre o conhecimento e as situacoes
matematicas trabalhadas em sala de aula faz ressaltar, também, a influéncia do meio cul-
tural no ensino-aprendizagem da Matematica. A educacao matematica tem seu contexto
social em diferentes lugares, em diferentes culturas e em diferentes sociedades, propi-
ciando assim, diferentes organizagoes escolares, diferentes filosofias e diferentes metas.
Sobretudo, a Matematica tem relevancia para todos. Todos precisam saber um pouco
de Matemdtica para que possam entender, por exemplo, as operacoes numéricas e a
tecnologia.

Através das teorias de Vygosky, professor é aquele que possibilita esse ambiente,

que leva a crianca a estabelecer relacoes, a pensar, indo além do que vé. Assim, ela



viverd e (re) descobrird o conhecimento, construindo-o de forma ativa, posicionando-se
como parte integrante de seu mundo, considerando-se capaz de promover mudancas em
si mesma e em seu redor. A escola deve ser um ambiente “matematizador”, que permita
desafios, construcoes, possibilidades.
Atualmente ainda pode-se perceber a idéia de que poucos conseguem apropriar-
se do conhecimento matematico, considerado para muitos, como dificil e complexo. O
aluno, ao ingressar na escola, ja apresenta certa desconfianca a matematica por se sen-
tir incapaz. Tal idéia pode ou nao ser veridica dependendo da postura pedagogica do
professor, que muitas vezes nao escuta as necessidades de seus alunos e acaba eviden-
ciando a heterogenia de conhecimento entre deles, e acaba nao propiciando um “fazer
matematica”’satisfatério, até por acreditar que aprender é “saber na ponta da lingua”o
que foi ensinado.
Autonomia é ao mesmo tempo moral e intelectual, e esse obje-
tivo guia o professor na decisao de como interagir com seus alunos
durante cada momento do trabalho de matemaética. Quando inte-
ragimos com criangas de maneiras que correspondem a seus pensa-
mentos e necessidades, nés as ajudamos a se desenvolverem moral
e intelectualmente. Quando interagimos com elas a partir da im-
posicao de parametros adultos, ao contrario, nés apenas lhes ensi-

namos a concordar conosco em cada momento. (KAMII, 1994, p.

188)

Partindo do pressuposto tedérico de que manuseando objetos matematicos o aluno
podera construir mais facilmente seu conhecimento. A aprendizagem matematica requer
acao cognitiva que possibilita a manipulacao de ferramentas e objetos que merecem
destaque na educacao matematica.

Esse tipo de debate na educacao matematica é fundamental, pois colocam em
discussao as diferentes perspectivas de conceber a atividade matematica. Para Piaget,

varias atividades realizadas pela crianca se assemelham as atividades realizadas pelo



matematico, mas temos que refletir sobre tais semelhancas.

Sem duvida, ha diferenca entre a atividade matematica realizada por uma crianca
de série inicial e de um matematico. Contudo, isso pode indicar até onde as escolas das
séries iniciais realizam na sua pratica pedagégica transposi¢ao didatica da matemaética,
ou ainda, segundo Bachelard (1996), as atividades realizadas em sala de aula com as
criangas podem ser consideradas atividades matematicas, ou seja, o professor pode trans-
formar uma atividade em beneficio da aprendizagem e do desenvolvimento da crianca.

Na perspectiva do conhecimento, as atividades desenvolvidas pelas criancas, tais
como: contar, comparar, medir, registrar, é de extrema importancia para o seu de-
sempenho na matematica, pois a partir delas e com auxilio delas, que podemos dar
continuidade ao processo de construcao dos conceitos matematicos que permitirao fu-
turamente a realizacao de novas atividades matematicas. Tais atividades, inicialmente,
sao apoiadas por ferramentas matematicas, e gradualmente permitem ao aluno a incor-
poracao de objetos que ajudam a garantir que tais atividades possam no futuro aper-

feigoar a atividade matemadtica.

Utilizacao do Algoritmo

A compreensao do algoritmo produzido no processo de resolugao de problemas
matematicos tem sido foco de intimeras pesquisas. Considerado o algoritmo como uma
seqiiéncia finita de acgoes voltadas a realizacao de um objetivo, possibilitando também,
uma producao categorizada como alternativa, como fragmento do pensamento matematico
do aluno. Ou seja, o algoritmo nao precisa ter sua prépria estrutura e ser seguido por
completo, o aluno pode adapta-lo ou construi-lo da maneira que lhe convier.

Como conseqiiéncia, a investigacao do pensamento matemaético, voltado ao algo-
ritmo como forma de registro, exige que se considere que tal producao pode revelar o
processo de pensamento e, assim, requer do professor um trabalho de interpretagao e

deducao que permita, também, a producao de hipéteses voltada ao processo pelo qual
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o algoritmo é “plano de fundo”. A andlise destes algoritmos é de essencial compreensao
na atividade matematica realizada pela crianca nas séries iniciais.

A apresentacao do processo do pensamento matematico de forma mais explicita,
além da andlise de hipdteses por parte do professor, requer um trabalho de mediacao
junto ao aluno a fim de revelar elementos que somente a interpretagao da representagao
escrita do algoritmo em si nao pode traduzir, desvinculando a real complexidade da
producao matematica das criancas nas séries iniciais. Tendo assim, como objetivo a
revelagao dos processos mentais utilizados pela crianca no proprio processo de resolucao
de problemas, essa andlise deve associar o estudo em questao com discussoes com as
proprias criangas, proporcionando novos desafios metodolégicos no campo da educagao
matematica, contribuindo para o impasse epistemoldgico sobre o fazer matematica das
criancas das séries iniciais.

Se, por ventura, o professor ou até mesmo a escola, ignoram os processos mentais
que norteiam os algoritmos desenvolvidos pelas préprias criangas, o ensino de matematica
reduzir-se a reprodugao de algoritmos muitas vezes considerados como os tinicos “corre-
tos”. A nao identificacao de tais relagoes ajuda o aluno a abandonar o seu processo de
desenvolvimento de algoritmos, abdicando do pensamento autonomo, passando apenas
a utilizacao dos algoritmos evidenciados pela escola, mesmo sem entender seu real sig-
nificado, e, portanto, fica sem representar seu processo de pensamento. Entao, a escola
apenas contribui com a construcao da representacao social de “fazer matematica” como
uma simples reproducao de algoritmos fechados e, muitas vezes, sem significado para o

aluno.
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O processo de ensino e aprendizagem da matematica apresenta
peculiaridades a curto e a longo prazo. Freqiientemente, o pro-
fessor tem que encontrar a situagao, a explicacao, o comentario e
a questao apropriados, bem como, algumas vezes, o siléncio, para
observar e escutar os alunos. Mas estas medidas, a curto prazo,
nao serao suficientes se nao estiverem relacionadas ao processo de
aprendizagem da matemadtica, a longo prazo, caracterizado por

lentidao e diversidade de estratégias. (GOLBERT, 2002, p.129)

Tendo em vista o papel do professor como um mediador do conhecimento matema-
tico, deve-se permitir que o professor tenha conhecimentos essenciais sobre os processos
mentais e os algoritmos convencionais. Proporcionando assim, uma sala de aula de
matematica subdividida em um espaco de investigacao, revelacao, descricao e analise
das producoes dos alunos. Acreditamos que, valorizando os processos mentais apresen-
tados pelos alunos de uma classe em diversas situagoes, como sugere Vergnaud (1994),
o professor podera tornar-se um verdadeiro mediador da aprendizagem da matematica e

assim, evidenciando o “fazer matematica”’de maneira clara e objetiva.

Consideragoes Finais

A escola é vista como a encarregada de transmitir sistemas organizados de co-
nhecimento e modos de funcionamento intelectual as criancas, tendo um papel essencial
na promog¢ao do desenvolvimento psicolégico dos individuos que vivem em sociedade.

Para que a escola realmente assuma esse papel, talvez, o professor precise acre-
ditar que é possivel mudar, conscientizando-se de que os avancos tecnoldgicos e que os
estudos cientificos sobre a educacao promovem novos tempos, com novas necessidades.
Para alcangar satisfatoriamente essas novas necessidades, o professor deve buscar conhe-
cimento que proporcionem uma melhor compreensao do processo ensino/aprendizagem,
da educacao e do papel da escola no mundo contemporaneo, levando em consideragao

seu papel de propiciador de situagoes de aprendizado ao aluno para que ele produza seu
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préprio conhecimento.

Mas isso nao depende somente do o professor, pois para que ele possa acompanhar
as mudancas sociais, tecnoldgicas e educacionais, proporcionando assim, uma educacao
de qualidade, todos os envolvidos na escola, gestores e comunidade, por exemplo, devem
oportunizar aos professores um ambiente estimulador ao estudo e a pesquisa.

A oportunidade da formacao continuada aos professores no seu préprio ambiente
de trabalho é um bom caminho. Outro caminho é a formacao de grupos de estudo
e pesquisa, coordenados pelos préprios professores, e com ajuda de professores de fora,
originem debates sobre temas pertinentes as necessidades da pratica docente e seu desejo
de apropriar de novos conhecimentos. Dessa forma, estabelecem-se condicoes para que
os professores abracem a construgao de um projeto coletivo na escola com a participagao
de toda a comunidade. Talvez assim, a escola contribua para a formacao de suas criancas

capazes de provocar uma transformacao em si mesmo e no mundo ao seu redor.
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AREAS DE FIGURAS PLANAS PARTINDO DE
UM AXIOMA

Sandro L.Schneider”, Gilson Tumelero®.

Resumo

Educadores matemaéticos, buscam novas maneiras de se ensinar a matematica,
uma vez que o ensino da mesma vem sendo muito criticada e até mesmo questio-
nada. Neste tabalho apresentamos uma abordagem do estudo de areas alternativo

a alguns metodos convencionais.

Palavras-chave: Area, Axioma, Matematica.

Introducao

Ouvimos muitos comentarios sobre a aprendizagem matematica. Existem variam
correntes apontando problemas e algumas possiveis de solucao. Em conversas informais
com alunos, alguns dizem que acham a disciplina de matematica dificil por ter uma
grande quantidade de férmulas e regras a serem seguidos. Pensando nisso é que apre-
sentamos esse trabalho, para mostrar que em alguns casos basta entender o raciocinio
légico e nao serd necessario decorar formulas.

O conceito de areas alcancou significativo desenvolvido com Egipcios, quando
Seséstris repartiu suas preciosas terras entre uns poucos agricultores privilegiados. Todos
os anos, durante o més de junho, o nivel das aguas do Nilo comecava a subir. Era o inicio
da inundacao, que durava até setembro. Ao avangar sobre as margens, o rio derrubava
as cercas e demarcacoes de divisas dos terrenos. Assim da necessidade de novas medicoes

é que se deu o desenvolvimento de suas técnicas.

"Aluno de graduacdo de Licenciatura em Matemética - FAFI
8Professor orientador do curso de Licenciatura em Matematica da Faculdade Estadual de Filosofia,

Ciéncias e Letras - FAFI - Uniao da Vitéria - E-mail: Tumeleromat@yahoo.com.br
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A geometria babilonia se relacionava intimamente com a mensuracao pratica.
Dentre as tabuas matematicas babilonicas encontramos a chamada Plimpton aproxi-
madamente entre 1900 e 1600 a.C., a qual indicava que estavam familiarizados com as
regras gerais da drea do triangulo retangulo e do triangulo isdsceles (e talvez da édrea
de um triangulo genérico), de um trapézio retangulo, do volume de um paralelepipedo

reto-retangulo e, geralmente e do volume de um prisma, reto de base trapezoidal.

Areas

Entao vamos estudar o conceito de areas. Para isso é necessario definir:
e Regiao triangular: a parte interna do triangulo.

e Regiao poligonal: o interior da regiao poligonal é o conjunto dos pontos que lhe
sao interiores. A fronteira da regiao poligonal é constituida pelos pontos da regiao

que nao pertencem ao seu interior.

A Geometria é apoiada sobre alguns postulados ou axioma (sdo verdade aceitas
ou naturais) definigoes e teoremas, sendo que essas defini¢oes e postulados sao usados
para demonstrar a validade de cada teorema.

A nocao de area de regioes poligonais é introduzida na geometria através dos

seguintes axiomas:

Axioma 1 Toda regiao poligonal corresponde um niumero maior que zero. O numero a

que se refere esse arioma € chamado de drea.

Axioma 2 Se uma regiao poligonal é a unidgo de duas ou mais regioes poligonais que
duas a duas nao tenham pontos interiores em comum, entdo sua drea € a soma das dreas

daquelas regioes.

Axioma 3 Regioes triangulares limitadas por triangulos congruentes tém dreas iguais.
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Axioma 4 A drea de um quadrado de lado medindo |, dado por L.l isto € I?.

Lembrando que o qudrado é um quadrilatero que possui quatro angulos internos

retos, cujos lados possuem a mesma medida.

Figura 1

Pelo axioma 4 temos: A, = [?

Area do Retangulo
O retangulo é um quadrilatero que possui quatro angulos internos retos, cujos
lados opostos téem a mesma medida.

Como calcular a area do retangulo?

[ L

b

Figura 2
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A partir deste retangulo construimos um quadrado de lado h+b conforme a figura

a seguir.

Figura 3

Na figura 3 temos um quadrado de lado h+b, cuja area é dada pelo axioma 4, ou

seja:

A;=(h+b)?=h*+2.hb+ b (1)

Podemos calcular a A, de forma diferente, somando as areas das figuras que o compoe e

usando o axioma 2, temos:

A, =R+ +2.Ar (2)
onde denotamos por A, a area do retangulo. Desta forma, igualando 1 e 2, temos
h? 4+ 2.h.b+b* = h* + b* + 2. Ar

simplificando temos

A, =hb

De onde concluimos que: a drea do retangulo é produto da medida da sua base

pela sua altura.
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Area do Triangulo Retangulo
Um triangulo é dito retangulo quando um de seus angulos internos é reto. Como

calcular a sua area? Vejamos as figuras abaixo:

b
Figura 4 Figura 5

Para calcular a drea do triangulo retangulo da figura 4 vamos duplicar nosso
triangulo. Observemos a figura 5, que os triangulos sao congruentes, os quais formam
um retangulo de lados b e h, cuja area conforme visto anteriormente é A, = b.h

Assim como a A, = 2.A;, onde A; representa a drea do triangulo, obtemos que:

A )
oA _bh
2 2

ou seja, drea do triangulo retangulo serd dada pelo semi-produto de sua base com sua

altura.

Area do Paralelogramo
O paralelogramo é um quadrilatero de lados opostos paralelos.
Agora vamos deduzir a férmula para calcular a area do paralelogramo. Vejamos

a figura:
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B C

4:-444

!
!
!
!
!
!
- -0

mB - -

D
Figura 6

Observe que os triangulos ABE e DCF sao congruentes pelo caso lado angulo
lado (LAL). Assim e pelo Axioma 3 (Regides triangulares limitadas por triangulos con-
gruentes tém &reas iguais), obtemos que a area do paralelogramo ABCD é igual a area
do retangulo BEF (), isto é:

Deduzimos que a drea do paralelogramo A, € dada pelo produto da base pela sua
altura, ou seja, A, = AD.h.

Anteriormente mostramos como calcular a area do triangulo retangulo. E para o

caso dos triangulos nao serem retangulos, como calcular essas areas?

Area do Triangulo Acutangulo
Triangulo acutangulo, possui todos os angulos internos agudos; o angulo deve ser

maior que 0° e menor que 90°. Observe a figura:

Figura 7
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Na figura 7, o triangulo ABC' é acutangulo e o triangulo BC'D foi obtido fazendo
uma simetria do triangulo ABC' e colocado em outra posicao, conforme vemos; desta
forma a figura representa um paralelogramo ABCD, cuja area é o dobro do triangulo;
como ja visto a area do paralelogramo é dado por, A, = b.h, assim, A, = 2.4, de onde
concluimos que A; = %, ou ainda, A; = %

Area do triangulo obtusangulo

Triangulo obtusangulo possui um angulo interno maior que 90° e menor que 180°.

A

r B b
Figura 8

Na figura 8, temos um triangulo obtusangulo ABC, e baixando a altura AD
relativa ao lado BC', formamos dois triangulos retangulo o CDA e o BDA. Como vimos
anteriormente a area do triangulo ADC' é dada por w Para obtermos a area do

triangulo ABC' temos que subtrair a area do triangulo retangulo BDA. Assim,

A, — (r+0b).h ﬂ7
2 2
onde simplificando obtemos:
At - M
2

Assim concluimos que para qualquer triangulo sua drea € calculada pelo semi-

produto da medida de sua base por sua altura.
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Area do Trapézio
Em seguida iremos deduzir a férmula para calcular a drea de um trapézio (¢ um

quadrilatero que possui dois lados paralelos, os quais serao chamados de bases).

m
B C
- - - - |
- |
A M D
Figura 9

Como calcular a drea do trapézio? Observe a figura 9. Notemos que a area do
trapézio é dada pela soma das areas dos triangulos ABC' e AC'D. Temos que:
M.h  (m.h) (M +n).h

A: =
=y T 2

Assim temos que a formula pra calcular drea do trapézio é dada pela a soma da
medida das bases multiplicando pela sua altura e dividindo por dois.
Para finalizarmos o trabalho vamos demonstrar o famoso teorema de Pitagoras

com auxilio dos resultados obtidos acima.

Teorema 1 (Teorema de Pitdgoras:) Em um triangulo retangulo a medida da

hipotenusa ao quadrado € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Para a demonstracao, consideremos um triangulo ABC', retangulo em C e de
tal forma que AB = ¢, BC = a e AC = b. Com esse triangulo, vamos construir um

quadrado de lado a + b conforme a figura a seguir.
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a b
A G
b a
-
c a B b D
Figura 10

A érea do quadrado de lado a + b, dada por (a + b)? = a® + b* + 2ab. Por outro
lado podemos calcular a area do mesmo quadrado pela soma das figuras que o compoe,
isto 6, A, = 4(a.b)/2 + .

Igualando as duas areas:

a4+ b +2.a.b=

simplificando, obtemos

a®+ b =2

o que demonstra o teorema.
Com objetivo de ampliar as possibilidades de analise do conhecimento sobre areas
mostramos que pode ser mais simples o entendimento com auxilio da figura.
Compreender os conceitos e os conteudos de Matematica, conhecendo o desen-
volvimento do assunto. Matematica nao é apenas decorar formulas, é entender o sur-
gimento, ver o desenvolvimento e sua aplicacao de modo a se conceituar pelas normas

matematicas.
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CODIGOS LINEARES: CODIFICAGAO E
DECODIFICACAO DE CODIGOS COM UM
ERRO

Maycon Goncalves Carneiro?, Santos Richard Wieller Sanguino Bejarano!°.

Resumo

Estudado por Matematicos e Engenheiros, os c6digos corretores de erros sao ex-
tremamente usados na transmissao ou armazenamento de informacoes. Na pratica,
a classe de codigos corretores de erros mais usada, é a chamada classe dos cédigos
lineares. Utilizando linguagens de programacao, podemos desenvolver algoritmos
que codifiquem e decodifiquem mensagens de forma mais rapida e pratica. Este
trabalho visa explanar brevemente os processos de codificacao e decodificagao, dos
codigos lineares com apenas um erro, por meio de um exemplo feito em linguagem
de programacao Pascal. Mostramos assim, uma aplicacao pratica da matemaética

aplicada e computacional.

Palavras-chave: Cédigos Lineares, codificagao, decodificagao, pascal.

Introducao
Segundo Hefez(2002), um cédigo corretor de erros é um modo organizado de
adicionar-se algum dado a uma mensagem que se queira transmitir ou armazenar, que
possibilite, ao recuperar a informagao, detectar e corrigir erros, ou seja, diferente de
criptografia, onde se introduz o erro, para que nao se consiga decifrar a mensagem.
Admitindo que o pubico alvo do trabalho possua conhecimento das ferramentas

algébri-cas envolvidas com a Teoria e das defini¢oes e resultados bésicos, passamos entao
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a alguns resultados mais especificos para o desenvolvimento do nosso exemplo utilizando

Pascal.

Coddigos Lineares

Seja C' C F™ um c6digo linear, define-se C+ = {v € F" : (v,u) = 0,Yu € C},
onde (v,u) denota o produto interno em F™.

Temos que C é um subespaco vetorial de F", ortogonal a C' pois, z € C+ <
Gz' = 0, onde G é a matriz geradora de C associada a alguma base. Tal subespaco, C*,
¢ também um cddigo linear que serd chamado de cédigo dual de C'.

Sendo C' C F™ um cédigo de dimensdo k, com matriz geradora G = (Idj |
Apx(n—k)), na forma padrao, entao dim Ct=n—keH=(-A"|Id, ) é uma matriz

geradora de O+, o que se verifica pois se v € C+ < Gv! = 0 entao

10 0 00 | a1.k+1 -+ QA1n (%] 0
01 0 0 0 | a2k+1 --- Q2n V2 0
o0 . | aszk+1 --- AaA3n . V3 = 0 dai

10 |
00 ... 01 a c.oa v 0

| s B ) xn "/ nxi kx1
U1 Uk+1
U2 Vk+2
——A

Vk Un

Logo, como F possui ¢ elementos, existem ¢"~#*tD+1 = ¢"=F possibilidades para
v, ou seja, C* possui ¢" % elementos, entao sua dimensdo é n — k.

Temos ainda que H gera um subespaco vetorial de dimensao n — k, pois as linhas
de H sao linearmente independentes devido ao bloco Id,_;. Notemos que, sendo H;, 1 <

i <n—kéai-ésima linha de H, H; = (—ay;, —as;, ..., —ax;, 0,0, ..., 1,0, ...,0) e a j-ésima
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linha de G, denotada G;,1 < i < k, serd G; = (0,0,...,1,0,...,0,0, a1, ajo, ..., @)
entdao (H;, G;) = —aj; +a;; = 0, ou seja, todas as linhas de H sdo ortogonais as linhas de
(. Assim, o espaco gerado pelas linhas de H est4 contido em C*, e os dois subespacos
tém a mesma dimensdo, assim eles coincidem, logo H é uma matriz geradora de C*.

Vemos que se C' é um cédigo linear em F™ de dimensao k, entdao C* é um cédigo
de dimensao n — k, e que se G ¢é a matriz geradora de C, entdao H de ordem (n — k) x n
com coeficientes em F e linhas linearmente independentes, ¢ uma matriz geradora de C*-
se, e somente se, GH' = 0.

Tal matriz, H = (—A! | Id,_;), geradora de C*+ é chamada de matriz teste de
paridade.

Assim, dado um cédigo C' e H a matriz teste de paridade desse codigo, para
verificarmos se um determinado vetor v € F™ pertence ou nao a C', basta verificar se é
nulo o vetor Hvt. Tal vetor, Hvt, é chamado de sindrome de v.

Vimos portanto, o processo de codificagao dos cédigos lineares. Passemos agora
ao processo de decodificagao. Tal processo consta da detecgao e correcao de erros de
um determinado cédigo.

Primeiramente precisamos definir um vetor erro e, como sendo a diferenca entre
o vetor recebido v e o vetor transmitido ¢, isto é e = v — ¢ logo, se obtivermos Hv! = 0,
assumindo que no processo de transmissao apenas um erro ocorra, € que nosso coédigo
possua d > 3 entao, o vetor recebido v pertence ao cédigo, o qual serd igual a um tnico
vetor deste. Entdao e = (0,0,...,0) e v = ¢. Caso Hv' # 0 entdo, ocorreram erros
durante a transmissao, logo teremos um vetor erro e = v — ¢, onde o peso desse vetor e,
corresponde ao niumero de erros cometidos entre a transmissao e a recepgao.

Como Hc' = 0, entao temos He! = H(v' — ') = Hov' — Hd' = Hv', assim a
palavra recebida e o vetor erro tém mesma sindrome.

O problema entao, é como determinar esse vetor erro e a partir de Hv!. Vejamos

a determinacao desse vetor e quando w(e) < 1.
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Para tanto, suponhamos que C' tenha distancia minima d > 3, pois como C' pode
corrigir até t = [%] erros, assim com d > 3, C corrige pelo menos um erro. Suponhamos
ainda que w(e) < 1, ou seja, o canal introduziu no maximo um erro.

Se He! = 0, entao v € C e tomamos ¢ = v.

Suponhamos He' # 0, logo w(e) = 1 e, portanto o vetor erro e, tem apenas uma
coordenada nao nula. Consideremos que e = (0,...,0,,0,...,0) com a # 0 na i-ésima
posicao. Assim, He! = ah’, onde h' é a i-ésima coluna de H. Portanto tomamos tal
vetor e como sendo o vetor com todas as componentes nulas exceto a i-ésima componente

que é a.

Implementacao Computacional

Estabelecemos entao, o algoritmo de decodificacao em cédigos corretores de um
erro.

Seja H a matriz teste de paridade do cédigo C' e seja v um vetor recebido.

(Suponha d > 3).
1. Calcule Hv'.
2. Se Hv' = 0, aceite v como sendo a palavra transmitida.
3. Se Hv' = s' # 0 compare s' com as colunas de H.

4. Se existirem 7 e o tais que s' = ah!, para o € F, entdo e é a n-upla com o na

posicao ¢ e zero nas outras posicoes. Corrija v pondeo ¢ = v — e.
5. Se nao existirem 7 e « tais que st = ah’, entao mais de um erro foi cometido.

Vejamos agora um exemplo, com a aplicacao da codificacao e decodificagao de
um codigo corretor de um erro, com a ajuda do programa Pascal.

Para isso, considere que tenhamos o seguinte codigo fonte:
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A =10000 B =01000 C = 00100 D = 00010 E = 00001

F =11000 G =10100 H = 10010 1 =10001 J = 01100
L =01010 M =01001 N = 00110 O = 00101 P = 00011
@ =11100 R =10110 S =10101 T =11010 U = 11001

V =01110 X =00111 Z=11110 ESPACO = 00000

e que queiramos codificar e transmitir a seguinte mensagem: FAFIUV.

Para isso, considere a matriz

Q
I
= T == J S G SO

[ I N =
—_ o = O O
_ = O = O
o O o o =
S = O O O
_ o O O O
o o o = O
o O = O O

geradora de (', a qual possui d = 3, assim C' pode corrigir um erro.
Sendo ¢ uma palavra do nosso cédigo fonte, para codifica-la fazemos c.G. Para

isso, usamos o seguinte programa em linguagem pascal:

Program codific;

var a,b,c,i,j,h,k:integer;

g,x,v: array [1..100,1..100] of integer;

Begin

clrscr;

writeln("informe o nimero de elementos do corpo k = F..");

readln(a);

writeln("informe a dimensao do espago de saida’);

readln(b);

writeln(’informe a dimensao do espago de chegada’);

readln(c);

writeln(’informe as entradas da matriz de transformagao:’);
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for i:=1 to b do

for j:=1to c do

Begin

write("Entre com o valor G[',i, ’,,j, /] : );
readln(gli,j]);

End;

for h:=1 to 2 do

begin

writeln(”);

writeln("informe o vetor a ser codificado:’);
for i:=1to b do

begin

write(’entre com o valor v[',1,”.71,’]:");
readln(v[1,i]);

end;

for i:=1 to 1 do

begin

for j:=1 to c do

begin

x[i,j]:=0;

for k:= 1 to b do x[i,j]:=((x[i,j]+Vv[i,k]*g[k,j])mod a);
write(x[i,j]);

end;

end;

end;

End.
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Neste programa o usuario informa o corpo a ser trabalhado, a dimensao e o
comprimento da matriz GG, entao o programa pede para o usuario informar a palavra
a ser codificada, fazendo entao a codificacao. Com esse programa podemos codificar
qualquer codigo linear através de uma matriz geradora.

Assim, nossa mensagem codificada serd: 010110010 - 110010000 - 010110010 -
111110100 - 011010110 - 001001011.

Agora, suponha que tenhamos recebido a seguinte mensagem: 101010110 - 110010000
- 000011010 - 001100100 - 101000110 - 110010000 - 000011110 - 111110100 - 111000001
- 110010000. Onde no méaximo um erro foi introduzido pelo canal.

Para decodifica-la, precisamos encontrar a sindrome da mesma para saber se
houve erro ou nao, e onde ocorreu o erro. Para isso precisamos primeiramente da matriz

teste de paridade de C', ou seja, H que ¢é obtida de G, sendo:

1 01111000

110100100
H—

011110010

1 11100001

Assim, o programa calculara a sindrome do vetor, identificando a presenca de erro
ou nao. Esse programa é “composto’de duas partes, visto que num primeiro momento
ele calcula a sindrome de uma palavra de qualquer cédigo linear com apenas um erro. Ja
na segunda parte, ele foi desenvolvido especificamente para este exemplo, retornando a
palavra codificada, visto que no algoritmo de decodificacao apenas calcula-se a sindrome
e apresenta-se o vetor transmitido sem o erro, mas nao a palavra decodificada. Assim,
segue o programa especifico para este exemplo:

Program decodific;

var a,b,c,i,j,h,k:integer;

g,x,v: array [1..100,1..100] of integer;
Begin
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clrscr;

writeln(’'informe o nimero de elementos do corpo k = F..7);
readln(a);

writeln("informe a dimensao da matriz teste de paridade H:’);
readln(b);

writeln(’informe o comprimento da matriz teste de paridade H:");
readln(c);

writeln("informe as entradas da matriz teste de paridade H:’);
for i:=1to b do

for j>=1to c do

Begin

write("Entre com o valor G[',i, ’,".j, '] : ');

readin(gfij]);

End;

for h:=1 to 10 do

begin

writeln(”);

writeln(‘informe o vetor a ser decodificado:’);

for j:=1to c do

begin

write(’entre com o valor v*[,1,",,j,’]:");

readln(v[1,j]);

end;

write(’a sindrome é:");

for i:=1 to 1 do

begin

for j:=1 to b do
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begin

x[1,j]:=0;

for k:= 1 to ¢ do x[i,j]:=((x[i,j]+v[i,k]*g[j,k])mod a);
write(x[i]);

end;

end;

if ((x[1,1]=0) and (x[1,2]=0) and (x[1,3]=0) and (x[1,4]=0)) or
((x[1,1]=1) and (x[1,2]=1) and (x[1,3]=1) and (x[1,4]=1)) or
((x[1,1]=1) and (x[1,2]=0) and (x[1,3]=1) and (x[1,4]=1)) or
((x[1,1]=0) and (x[1,2]=1) and (x[1,3]=1) and (x[1,4]=1)) or
((x[1,1]=1) and (x[1,2]=1) and (x[1,3]=0) and (x[1,4]=1)) then
begin

writeln(” e a palavra enviada foi: ’v[1,5],v[1,8],v[1,9],v[1,6],v[1,7],".");

end;

if (x[1,1]=1) and (x[1,2]=0) and (x[1,3]=1) and (x[1,4]=0)then

begin

writeln(’ e a palavra enviada foi: ’,(((v[1,5])+1)mod 2),v[1,8],v[1,9],v[1,6],v[1,7],".");
end;

if (x[1,1]=1) and (x[1,2]=0) and (x[1,3]=0) and (x[1,4]=0)then

begin

writeln(’ e a palavra enviada foi: ’,v[1,5],v[1,8],v[1,9],(((v[1,6])+1)mod 2),v[1,7],".");
end;

if (x[1,1]=0) and (x[1,2]=1) and (x[1,3]=0) and (x[1,4]=0)then

begin

writeln(’ e a palavra enviada foi: ’,v[1,5],v[1,8],v[1,9],v[1,6],(((v[1,7])+1)mod 2),".");
end;

if (x[1,1]=0) and (x[1,2]=0) and (x[1,3]=1) and (x[1,4]=0)then
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begin
writeln(’ e a palavra enviada foi: ’,v[1,5],(((v[1,8])4+1)mod 2),v[1,9],v[1,6],v[1,7],".");
end;

if (x[1,1]=0) and (x[1,2]=0) and (x[1,3]=0) and (x[1,4]=1)then

begin

writeln(” e a palavra enviada foi: ’,v[1,5],v[1,8],(((v[1,9])+1)mod 2),v[1,6],v[1,7],".");
end; if ((x[1,1]=1) and (x[1,2]=1) and (x[1,3]=1) and (x[1,4]=0)) or

((x[1,1]=0) and (x[1,2]=1) and (x[1,3]=0) and (x[1,4]=1)) or

((x[1,1]=0) and (x[1,2]=1) and (x[1,3]=1) and (x[1,4]=0)) or

((x[1,1]=0) and (x[1,2]=0) and (x[1,3]=1) and (x[1,4]=1)) or

((x[1,1]=1) and (x[1,2]=1) and (x[1,3]=0) and (x[1,4]=0)) or

((x[1,1]=1) and (x[1,2]=0) and (x[1,3]=0) and (x[1,4]=1)) then

begin

writeln(” foi cometido mais que um erro.’);
end;
end;
End.

Assim ao passarmos nosssa mensagem recebida pelo programa o mesmo nos re-
torna as seguintes informacoes:
101010110~ a sindrome é:1010 e a palavra enviada foi:01001
110010000- a sindrome é:0000 e a palavra enviada foi:10000
000011010- a sindrome é:0000 e a palavra enviada foi:11010
001100100- a sindrome é:0000 e a palavra enviada foi:00001
101000110- a sindrome é:0000 e a palavra enviada foi:01001
110010000- a sindrome é:0000 e a palavra enviada foi:10000
000011110- a sindrome ¢é:0100 e a palavra enviada foi:11010
111110100~ a sindrome é:0000 e a palavra enviada foi:10001
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111000001~ a sindrome é:0000 e a palavra enviada foi:00100
110010000~ a sindrome é:0000 e a palavra enviada foi:10000.

Logo, notamos que ocorreram erros na transmissao da primeira e da sétima
palavra, cujas sindromes foram diferentes de 0 entao o programa corrigiu o erro e nos
retornou a palavra correta que foi enviada.

Estes sao exemplos simples que nos mostram a grande utilidade da matematica
aplicada e computacional, para resolvermos problemas com mais facilidade. Como foi
mencionado, esse programa possuiu uma segunda parte especifica para esse problema,
retornando as sindromes bem como as palavras corretas, mas o mesmo pode ser alterado

conforme o problema proposto.
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MATEMATICA APLICADA E MODELOS
MATEMATICOS

Jefferson César dos Santos!!, Gilson Tumelero!?.

Resumo

Classificamos a matematica hoje em diversas dreas, mas as que mais ouvimos
sao a “matemdtica pura”’, “matematica aplicada”’e a “educacdo matematica’. Se
nos reportarmos no tempo iremos perceber que qualquer conceito matematico era
desenvolvido para solucionar algum problema de ordem pratica. Neste trabalho
apresentamos o uso de alguns destes conceitos matematicos na interpretacao de

tais problemas.

Palavras-chave: Derivadas, equagoes, intepretacao geométrica.

Introducao

O desenvolvimento da matematica, sempre esteve e esta intimamente ligada a
resolucao e interpretagoes de situacoes cotidianas, que geralmente sao interpretacoes de
fenomenos fisicos.

Pesquisas em matematica sempre estao voltadas a resolver tais problemas ou
melhorar formas ja existentes para resolveé-los.

A modelagem matematica é utilizada em diversas areas, como por exemplo: pro-
liferacao de doengas bovinas, producao de matérias para construcao civil, estratégias
de pesca, efeitos biologicos de radiacoes, doencas infecciosas, movimentacao de animais,

movimento de rios, estratégias de vacinacao, teoria da decisao, identificacao de sistemas,

1 Aluno de graduacdo de Licenciatura em Matematica da Faculdade Estadual de Filosofia, Ciéncias

e Letras - FAFI - Uniao da Vitoria
12Professor orientador do curso de Licenciatura em Matemética da Faculdade Estadual de Filosofia,

Ciéncias e Letras - FAFI - Uniao da Vitéria - E-mail : tumeleromat@yahoo.com.br
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crescimento de cidades, trafego urbano, armazenamento e secagem de graos, controle
biolégico de pragas, extracao de dleos vegetais, meios reagentes ionizados, entre outros.
A modelagem matematica é o processo de representacao de determinado objeto
ou sistema real através de correlacoes matematicas visando a aplicagao na pratica.
Neste trabalho faremos uma interpretacao geométrica da derivada e algumas
aplicacoes da mesma, e também faremos uns exemplos mostrando concretamente a sua

aplicacao e importancia.

Interpretacao e Uso da Derivada

Iniciaremos mostrando uma forma de como é usado o conceito de derivada em
fisica. Para isto, seja () uma funcdo horéria do espaco, aonde podemos observar a
posicao de uma particula em um tempo qualquer. Temos que a derivada de uma funcao
em um ponto ¢, nos fornece o coeficiente angular (tan o) da reta tangente ao grafico da

fungao no ponto (¢, z(c¢)) no sentido positivo do eixo das abcissas, isto é, tan o = 2/(c)

. Az , . Ax
mas por outro lado tana = lim —, logo 2/(¢) = lim —. Conforme exemplo no
At—0 At At—0 At
grafico:
&4 w=fit)
g !
4 !
tangente
s ;
=11
0 | '
0 1 2 3 4 5 I3 7 3
f1 2
Al
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Lembrando que a variacdo do deslocamento (Azx) em um certo tempo (At) é a
velocidade média de uma particula. Disto concluimos que a derivada de uma funcao
horaria do espago, resulta na velocidade em fungao do tempo. Isto é z'(t) é a velocidade
da particula no istante t.

Analogamente, seja 2’(t) uma fungao horaria da velocidade , aonde podemos ob-
servar a velocidade de uma particula em um tempo qualquer . Temos que a derivada de
uma fungao em um ponto ¢, nos fornece o coeficiente angular (tan ) da reta tangente
ao grafico da fun¢ao no ponto (¢, z’'(c)) em relacao ao sentido positivo do eixo das ab-

Av

v
cissas, isto é, tan o = z”(¢) mas por outro lado tana = lim —, logo 2" (¢) = lim —.

Conforme exemplo no grafico:

tangante

Lembrando que a variacao da velocidade (Av) em um certo tempo (At) é a
aceleracao média de uma particula. Disto concluimos que a derivada de uma funcgao de
velocidade em fungao do tempo, resulta na aceleragdo em fungao do tempo. Isto é z”(t)
¢ a aceleragao da particula no istante .

Com a observacao destes dois graficos concluimos que a derivada da funcao posicao

em relacao ao tempo no ponto ¢, nos da a velocidade instantanea da particula no mesmo
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ponto, e analogamente a derivada da funcao velocidade em relacao ao tempo no ponto
¢, nos da a aceleracao instantanea da particula neste ponto, disto concluimos mate-
maticamente que, sendo uma fungao x(t), a fungao horéria do espaco, x'(t) é uma fungao
horédria da velocidade e z”(t) é a fungao horaria da aceleragao.

Vamos modelar matematicamente a queda de um corpo, quando desprezamos a
resisténcia do ar. Isto é o corpo caird pela acao tinica da forca gravitacional. Para poder
encontrar as equacoes matematicas, primeiro é necessario conhecer alguns principios
fisicos que se aplicam no problema. Este principio é conhecido como a Segunda lei de
Newton (F' = m.a), que diz que: “A soma total das for¢as externas atuando sobre um
corpo € igual ao produto da massa do corpo, pela aceleragao com que estd se movimen-
tando”.

Denotemos por y a funcao que define a posicao do corpo em cada instante de
tempo, denotemos por m a massa do corpo, e por g a aceleracao da forca da gravidade.
Como nao existe outra forca que perturbe a queda do corpo, entao a forca resultante
sera igual ao peso do corpo. Pela segunda lei de Newton o peso deve ser igual a massa
do corpo vezes a aceleracao com que o corpo esta caindo. Como a posicao do corpo é
dada por ¥, entao a velocidade serd 1y’ e a aceleracao y”.

Concluimos que y deve satisfazer

Py
az

A equacao acima é chamada de equacao diferencial de segunda ordem. Isto é, uma
equacao onde a incégnita é y e envolve derivadas de segunda ordem. Este problema pode

ser resolvido de forma simples integrando sucessivamente. Integrando sucessivamente

encontramos que y deve satisfazer

—y =gt = —1 th + it +
+c = Cc C
It 1 Yy ; 1 25

onde ¢; e ¢y sao constantes determinadas pelas condigoes do problema. Assim por e-

xemplo se o corpo estd inicialmente (¢ = 0) numa altura h, e parte com uma velocidade
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inicial vy entao teremos que y deve satisfazer

Substituindo estes valores na fungao y encontramos cy = h, ¢; = vy. Portanto a posicao

do corpo em cada instante de tempo estara dada por
L,
Y= §gt + vot + h.

Outro exemplo em que podemos usar o conceito de derivada é o seguinte:

Calcular qual seria a melhor velocidade de um carro para que o gasto de com-
bustivel seja o minimo possivel. Vamos observar um automével em um intervalo de 40
a 120km/h, que segue a fungao y = 0,005z — 0,6x + 26, onde x é a velocidade em

quilometros por hora e y é o nimero de litros de gasolina gastos para percorrer 100km.

y ' (consumo)

40 Xy : 120 x'_[‘.felocidadej

Temos no ensino médio a féormula para calcular z, que ¢ dado por; z, = —5-,
podemos entao calcular a velocidade em que o consumo sera o menor possivel encon-
trando z,.

Logo, z, = % = 0?0% =60 km/h.

Ponto critico de uma funcao derivavel f é um ponto x = ¢ do dominio de f no
qual f'(¢) = 0, ou seja, graficamente pode ser o ponto de maximo ou de minimo de uma
funcao, onde tan a = 0. Baseando-se na derivada, podemos resolver o exemplo anterior,
onde f'(z) =0

0,010z — 0,6 =0 = 0,010z = 0,6 = = = 60.
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Para concluir o exemplo, vamos encontrar a formula x, = —%, baseando-se na
derivada. Seja uma funcio az? + bx + ¢, temos que a derivada desta funcao é 2ax + b,
se igualarmos a derivada da funcao a zero, teremos 2az+b =0 = 2ax = —b = z, = —%.

Cronologia do Carbono

Meia-vida é uma medida de estabilidade de uma substancia radioativa. A meia-
vida é simplesmente o tempo gasto para metade dos atomos de uma quantidade inicial
Ag se desintegrar ou se transmutar em atomos de outro elemento. Onde a quantidade de
substancia no instante t, é proporcional a quantidade inicial de substancia. Denotando
por A(t) a quantidade de substancia no instante ¢. A solu¢ao para o problema de valor

inicial é:

A(t) = Aoekt.

Por volta de 1950, o quimico Willard Libby inventou um método para determinar
a idade de fésseis usando o carbono radioativo. A teoria da cronologia do carbono.
A razao entre a quantidade de C-14 para carbono ordinario na atmosfera parece ser
uma constante e, como conseqiiéncia, a proporcao da quantidade de is6topo presente em
todos os organismos vivos é a mesma proporcao da quantidade na atmosfera. Quando um
organismo morre, a absorcao de C-14, através da respiragao ou alimentacao, cessa. Logo,
comparando a quantidade proporcional de C-14 presente, digamos, em um féssil com a
razao constante encontrada na atmosfera, é possivel obter uma razoavel estimativa da

idade do fossil. O método se baseia no conhecimento da meia-vida do carbono radioativo

C-14, cerca de 5600 anos.

Exemplo 1 Um osso fossilizado contém 1/1000 da quantidade original do C-14. De-

termine a idade do fossil.
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Solucao: O ponto de inicio é novamente A(t) = Age*. Para determinar o valor de k,

usamos o fato de que 4 = A(5600), ou 42 = Aye®% . Temos entao

5600t = In (%) = —In(2)

in?2
k=———=— 12 .
2600 0,00012378

Logo, A(t) = 3%, temos

Ao —1 LY 1000
1000 "\1000) =~ "

In 1000

= m = 55800 anos.

Verificamos com este trabalho um pouco das aplicacoes de derivadas, onde pode-
mos observar aplicagoes cotidianas para o uso dos modelos matematicos. Verificamos no
primeiro exemplo o uso da derivada na fisica, com a modelagem, a partir da segunda lei
de Newton, conseguimos encontrar a férmula da posicao, uma féormula muito utilizada
na fisica. E no iltimo exemplo utilizamos a integral para calcular a idade de um féssil.

Com este trabalho observamos a importancia da matematica aplicada, e a aplicacao

da mesma em outras areas do conhecimento, como a Fisica e a Quimica.
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MODELAGEM MATEMATICA: APONTANDO
CAMINHOS REAIS PARA ENSINO E
APRENDIZAGEM

Simone Raquel Casarin Machado '3

Resumo

A dificuldade de aprendizagem apresentada por alguns educandos da disciplina
de Fundamentos da Matematica I, do curso de Geréncia de Obras da UTFPR -
Pato Branco / PR, salientou a necessidade de (re) pensar um ensino de matemética
mais interessante e significativo. Sob a perspectiva da Modelagem Matematica,
desenvolveu-sede uma proposta de ensino voltada para o cotidiano dos educandos,
a partir dos interesses reais dos mesmos. O tema escolhido foi & construcao civil,
abordando-se assim os diversos aspectos da tematica. Objetivando o desenvolvi-
mento pleno dos educandos, na tentativa de sanar das dificuldades de aprendiza-
gem, enfocaram-se as mudancas experiénciadas em sala de aula, buscando rela-

cionar a Modelagem Matematica com o desenvolvimento de uma postura reflexiva.

Palavras-chave: Modelagem matematica; educacao.

Para Inicio de Conversa...

Este trabalho!# originou-se a partir da minha prépria pratica docente, enquanto
educadora, permeado constantemente por angustias, inquietagoes e desassossegos em
torno desta. Apresento aqui, o relato de uma experiéncia ocorrida no 2° semestre de
2006, na disciplina de Fundamentos da Matematica I, no curso de Geréncia de Obras
da UTFPR.'® Nesse perfodo, a disciplina foi trabalhada, mediante o uso da Modelagem
Matemadtica (MM)!® pelos educandos.
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Tendo em vista a dificuldade apresentada pelos educandos da disciplina dos
semestres anteriores, no que tange o conhecimento matemaéatico, bem como o desafio
que se apresentava para mim enquanto educadora e responsavel pela disciplina, na ten-
tativa de amenizar esta problematica, propos-se que os contetidos desenvolvidos ao longo
da disciplina, fizessem parte do cotidiano dos educandos.

[...] porque, partindo de problemas reais que conferem utilidade
a matemdtica ja; aprendida, podemos ir além da resolugao de
exercicios repetitivos que nao dizem nada para o aluno quanto a
utilidade do “que”’e do “para que’fazem, e, significado, porque
estarao relacionado a linguagem simbdlica prépria da matematica
com a linguagem textual de uma situacao real problematizada, que
prescinde da compreensao dos objetos matematicos. (CHAVES,
2000, p.27).

Neste sentido, a MM veio ao encontro dos nossos anseios, pois a partir de temas
diretamente relacionados aos interesses dos educandos, ligados a pratica cotidiana dos
mesmos, foi possivel sistematizar os conhecimentos matematicos. A construcao destes
conhecimentos, & luz da concepcao sécio-interacionista!”de ensino, levou-nos a conside-
rar toda a bagagem anterior dos educandos. Este arsenal de conhecimentos prévios
possibilitou um aprendizado dinamico e significativo. Esta concep¢ao de ciéncia aqui
apresentada cuja construcao do conhecimento é guiada pelas atividades humanas de-
terminadas socio-historicamente acena para a existéncia de um conjunto de praticas e
teorias deveras complexo, concebidas culturalmente.

E consensual e inquestionavel que o educador precisa dominar as teorias cientificas
para um adequado desempenho da pratica docente. Mas esta condicao embora necessaria,
nao é suficiente para garantir uma aprendizagem desejavel. Em sintonia com a perspec-

tiva adotada, propondo encaminhamentos um tanto quanto desafiadores, fez-se necessario

Ler “Vygotsky: uma sintese” (1996) onde se analisa a teoria histérico-cultural de Vygotsky, e em

particular suas descobertas etnogréficas.
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que os educandos demonstrassem interesse e comprometimento com a proposta da MM,

para que pudéssemos elaborar um planejamento que contemplasse suas expectativas.

[...] O fator decisivo do planejamento é a percepcao por parte
do sujeito da necessidade de mudar. E claro que se tudo vai
bem, se nada ha para se modificar na escola, para qué introduzir
esse tal de “plano”?(...) O ponto de partida é uma pergunta
béasica: ha algo em nossa pratica que precisa ser modificado,
transformado, aperfeicoado? Se nao hé, nao se precisa de projeto.

(VASCONCELOS, Celso, 1995, p.36).

A acdo de planejar, portanto, nao se reduz ao simples preenchi-
mento de formuldrios para controle administrativo; é, antes, a
atividade consciente de previsao das agoes docentes, fundamen-
tadas em opgoes politico-pedagdgicas (LIBANEO, 1994, p.222).

A postura critica do educador diante da necessidade de um planejamento, leva-o
a superar a visao ingénua e simplista, de que existe uma dicotomia entre teoria e pratica.
O processo de mudanca das concepcoes oriundas do senso comum pedagdgico ocorre no
momento em que se busca dar significado aos conhecimentos construidos partindo da
realidade dos sujeitos envolvidos no processo.

E comum, porém, evidenciar nas falas dos educandos, um sentimento controverso
em torno da disciplina de matematica. Ao mesmo tempo em que defendem a importancia
da inser¢ao da matematica na grade do curso, por ser uma ferramenta essencial ao longo
do desenvolvimento profissional destes, observa-se ao mesmo tempo certo desanimo e
descontentamento. De fato, a matematica ensinada nas escolas, nao contagia nossos
educandos, pois se apresentam de forma desinteressante, inttil, obsoleta e descontextu-
alizada.

A matematica, nessa perspectiva, restringe-se meramente ao repasse de informacoes,

focalizado principalmente no treinamento de algoritmos e regras. E a matemadtica pela
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matematica, onde os conteidos esvaziados de sentidos, se apresentam de forma pronta
e acabada, conferindo-lhe uma linearidade inexistente. Sabota-se o processo, impedindo
os educandos de construirem seu proprio conhecimento.
Nunca é demais destacar que o aluno constréi seu préprio co-
nhecimento, jamais o recebe pronto do professor, salvo em acoes
mecanicas onde esses conhecimentos jamais ajudarao construir

outros; seu professor na verdade o ajuda nessa tarefa de construgao

(ANTUNES, 2002, p.22).

Cabe ao educador, explorar todas as potencialidades de ensino, contribuindo para
que ocorra a construcao de conhecimentos que fagam sentido para seus educandos. As
idéias que os educandos possuem da matematica, desenvolvida de forma mecanica e e-
xageradamente algoritma, podem se constituir em entraves a sua aprendizagem. A sim-
ples mencao da palavra “matemaética”ja é, por si, desencadeadora, provocando reagoes
extremas.

Nao queremos minimizar este panorama desolador, no tocante ao conhecimento
matema-tico dos educandos, atribuindo aos educadores, ou mesmo ao sistema de ensino
toda a culpa. No entanto, considero que o modelo de ensino deve estar respaldado em
conhecimentos que possibilitem o pleno desenvolvimento das capacidades dos educandos.

A importancia da MM ¢ indicada para que os educandos encarem a disciplina de
forma agradével, conforme Bassanezi (2002, p.16):

Sua importancia deve residir no fato de poder ser tao agradavel
quanto interessante. Nessa nova forma de encarar a matematica,
a Modelagem - que pode ser tomada tanto como um método
cientifico de pesquisa quanto como uma estratégia de ensino-
aprendizagem - tem se mostrado muito eficaz (idem, p.16).

Para enfrentar a crise deste modelo de ensino que apresenta a matematica total-

mente desprovida de sentido para o educando. O modelo tradicional e atual de ensino
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a que me refiro, é resultante de um ensino propedeutico e fragmentado, que nada con-
tribui para o desenvolvimento pleno dos educandos. A matematica atual toma novos
contornos, quando parte da realidade e do contexto em que é ensinada.
Por que nao discutir com os alunos a realidade concreta a que
se deva associar a disciplina cujo contetido se ensina (...) Por
que nao estabelecer uma necessaria ”intimidade”entre os saberes

curriculares fundamentais aos alunos e a experiéncia social que eles

tém como individuos? (FREIRE, 1996, p.33).

A experiéncia de aprendizagem que notamos no ensino tradicional, nao conside-
ra as experiéncias sociais dos seus educandos, tampouco se preocupa em oferecer uma
matematica menos formal e utilitarista.

Desta forma, quando a Modelagem Matematica é trazida para a sala de aula, deve-
mos sempre considerar as multiplas facetas envolvidas: Perfil dos educandos, disponibili-
dade dos educadores, entre outras. “Para aprender, os estudantes, por sua vez, precisam
assumir a tarefa de reconstrugdo matematica como um projeto pessoal.” (SADOVSKY,
2007, p.55).

Ap6s uma breve abordagem com os educandos, estabeleceu-se o encaminhamento
que seria dado a disciplina. Em um primeiro momento, foram explicitados alguns temas
que seriam abordados. O conteido matematico previsto pela disciplina, envolvia o estudo
de fungoes e nocoes de limite. Nossa pretensao era trabalhar “determinados conceitos”,
sob a perspectiva da MM. Por esta razao, nem todos os conteidos foram abordados, em
detrimento do tempo habil.

A postura adotada, foi a de nao dar énfase somente aos conteliidos matematicos
que, embora fosse util, nem sempre possibilita a compreensao da realidade. Como aborda
SADOVSKY (2007, p.30) “o fato de expressar uma realidade usando uma teoria coloca o
estudante numa perspectiva de maior generalidade, o que lhe permite estimar o valor e o

potencial do conhecimento”. Nem tampouco nos preocupamos apenas em reproduzir os

50



contetudos do curriculo. Esse conhecimento deveria advir da interacao entre o educador,
educando e a realidade dos mesmos.
E nessas circunstancias, desatrelando a aprendizagem matematica
as amarras de definicbes de contetidos obsoleto, muitas vezes
colocado no curriculo para atender a determinadas correntes de

pensamento, que acredito na eficicia da Modelagem Matematica

(Caldeira, 2004, p.5).

A Experiéncia com a Modelagem Matematica

A experiéncia foi realizada com um grupo de 20 educandos do primeiro periodo do
curso de Geréncia de Obras da UTFPR-Pato Branco, onde a dificuldade de aprendizagem
de contetidos que envolvessem o conhecimento matematico apresentada pelos educandos,
levou-nos a (re) pensar o processo de ensino e aprendizagem ligado ao contexto sécio-
cultural em que a disciplina estava inserida.

O inicio do trabalho foi predominantemente teérico, envolvendo os educandos nas
leituras e reflexoes em torno das concepgoes e diferentes perspectivas da Modelagem
Matematica. Alguns pontos foram levantados durante esse primeiro momento, para que
pudéssemos estabelecer a questao que nortearia nosso trabalho: Verificar se o uso da MM,
onde os educandos pudessem eleger temas de seu préprio interesse, provocaria melhorias
no processo de ensino e aprendizagem?

Para o desenvolvimento desta proposta, foram seguidas as etapas sugeridas por
BURAK, conforme citado anteriormente.

Na escolha do tema, que se deu neste primeiro momento, propus aos educandos
alguns temas que nao necessariamente estivessem ligados com os contetidos ou mesmo
com a disciplina de matematica. Nesse momento, os educandos foram incentivados a
proporem também, temas de seu proprio interesse, no caso, ligado as atividades de
construcao civil.

Nesta faze preliminar, ocorre o envolvimento dos educandos com o tema a ser
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estudado e investigado. Para tornar o problema mais claro, é feito o delineamento da
situacao.

Os educandos forma divididos em quatro grupos de cinco integrantes cada, os gru-
pos seriam responsaveis pelo desenvolvimento do processo, tendo na figura do educador,
um mediador do conhecimento a ser apreendido. Assim, cada grupo escolheu um tema
para explorar, compreender, explicar e investigar determinados aspectos especificos rela-
cionados ao tema. Inicialmente a proposta pareceu um pouco vaga, pois nao sabiamos ao
certo qual faceta do tema, poderiamos explorar. Somente, depois de algumas discussoes,
chegou-se a conclusao de que os temas escolhidos deveriam estar dentro de um contexto
maior, o da construcao civil, conforme salientado anteriormente.

Apés a escolha do tema, partimos para a pesquisa de campo, onde procuramos
levantar os dados que consideravamos relevantes para a pesquisa. Esta etapa é conhecida
como pesquisa exploratoria que deve propiciar aos educandos o desenvolvimento de uma
postura investigativa.

Neste momento, o trabalho de acao exploratoria através da MM, teve inicio com a
ida dos educandos aos locais, onde seria coletado informacoes suficientemente relevantes,
para solucao do problema inicialmente levantado. Os grupos realizaram visitas aos am-
bientes e locais de interesse. Apos as visitas, em pose dos dados fornecidos, os grupos se
reuniam para discutir e analisar os dados obtidos. Com auxilio do educador, percebeu-se
que alguns aspectos nao foram levantados, nem considerados durante a etapa, e que deve-
riam ser levados em consideracao pela plausibilidade. Este tipo de investigacao de cunho
qualitativo, citados por LUDKE e ANDRE (1986), mais adequado com os propdsitos
deste trabalho.

Em um terceiro momento, diversos problemas foram levantados pelos educandos a
partir do tema e dos dados coletados durante a fase da pesquisa exploratoria, a tentativa
foi de organizar as duvidas e questionamentos de modo claro e coerente de forma que

venha a facilitar a resolucao do problema. Esta etapa é conhecida como levantamento
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dos problemas.

Muito diferente do que costumamos encontrar nos livros didaticos atuais, que
sao problemas de algoritmos, problemas de reconhecimento e problemas padrao, con-
forme a classificagao sugerida por DANTE (2007), na perspectiva da MM, os problemas
caracterizam-se por seu aspecto contextualizador.

A oportunidade de usar os conceitos mateméticos no seu dia-a-dia
favorece o desenvolvimento de uma atitude positiva do aluno em
relacao a matematica. Nao basta saber fazer mecanicamente as
operagoes de adicao, subtragao, multiplicacao e divisao. E preciso
saber como e quando usa-las convenientemente na resolucao de
situagoes-problema. DANTE (2007, p.13).

O quarto momento, da resolucao dos problemas, ocorreu concomitantemente a
etapa anterior, pois na medida em que os problemas eram levantados pelos educan-
dos, sentiu-se a necessidade do desenvolvimento dos conteidos matematicos e modelos
matematicos para a resolucao dos problemas. Nesta etapa que ocorre de fato a MM,
através da construgao de modelo(s) matematico(s). De acordo com DANTE (2007) re-
solucao de um determinado problema nao é tnica, existindo assim, varias maneiras de
resolver um mesmo problema.

Finalmente, para a conclusao apds desenvolverem um modelo que desse conta
da resolucao dos problemas propostos, encaminhou-se para o processo de validacao do
modelo, ou seja, a andlise critica, a reflexao e a coeréncia do mesmo.

Para conclusao e utilizacao do modelo obtido, é feito o teste ou a validacao do
mesmo, verificando assim, até que ponto ele se aproxima da situacao problema.

Notou-se que alguns dos problemas inicialmente propostos nao foram realmente
solucionados. Ou mudava-se o problema, o que considero uma atitude erronea, tendo
em vista que ao tomar esta atitude, estariamos adequando o problema a uma resposta
ja encontrada, ou retornava-se a etapa de resolugao do problema, que considero mais

conveniente diante da postura critica que tenho assumido enquanto educadora.
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Ao trabalhar com a perspectiva da MM, o fazer matematico ensinado aos edu-
candos, o instrumentalizam a enfrentar situagoes novas em seu cotidiano, desenvolvendo
neles a iniciativa, a criatividade e seu autocontrole para encarar com naturalidade os
problemas que se apresentarem ao longo da vida, sejam eles de origem matemética ou
nao. Uma outra vantagem da MM, através da exploragao e investigacao, que ao resolver
problemas, o educando reconhece a realidade na matematica, isto é, nao estaremos so
trabalhando mecanicamente e de forma descontextualizada com algoritmos, estaremos
aplicando conceitos matematicos em situacoes do dia-a-dia.

Buscou-se assim, através dos pressupostos construtivistas, abarcar os conhecimen-
tos matematicos, que deveriam ser trabalhados ao longo da disciplina de Fundamentos
da Matemaética I. Desta forma, os conteidos desenvolvidos, nao seguiram a rigidez do
Plano de Ensino da disciplina. Os conceitos matematicos foram trabalhados, na medida
em que se faziam imprescindiveis.

Notou-se que os educandos demonstravam um maior interesse pelas atividades
que vinham desenvolvendo. Esta motivacao estava relacionada ao fato de que os mes-
mos se sentiam agentes do proprio processo de construgao do conhecimento e de que a
aprendizagem se deu de forma significativa, pois os problemas abarcavam o cotidiano
dos mesmos.

Dentro desta perspectiva, viabilizou-se o envolvimento dos educandos, que foram
le-vados a investigar situagoes originadas na realidade, nao apenas com a preocupacao
de pro-blematizar, mas questiona-las, discuti-las e enfim, tirar suas proprias conclusoes.
Como sugere os PCNs do Ensino Médio:

Identificar o problema; procurar, selecionar e interpretar in-
formagoes relativas ao problema; formular hipdteses e prever resul-
tados selecionar estratégias de resolucao de problemas; fazer e va-
lidar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbocos,
fatos conhecidos, relagoes e propriedades” (p. 259).

Sao caracteristicas da Resolugao de problemas e da MM que estao imbricada nas
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sugestoes postas nos documentos oficiais como uma das competéncias a serem desen-

volvidas no Ensino Médio.

Consideracgoes Finais

Buscou-se neste artigo, compartilhar uma experiéncia realizada na disciplina de
Fundamentos da Matematica I, com uma turma do 1° periodo do curso de Geréncia
de Obras, levando em consideracoes as dificuldades apresentadas pelos educandos das
turmas precedentes, no que concerne o conhecimento matematico.

Os contetdos trabalhados foram mediados pela Modelagem Matematica, enquanto
sistema de aprendizagens. FEnfatizamos a necessidade de uma postura reflexiva e da e-
xisténcia de um interesse pelo uso da Modelagem Matematica no ensino. Mostramos as
possibilidades oferecidas através da perspectiva da Modelagem Matemética em sala de
aula, na medida em que a construcao do conhecimento parte de temas escolhidos pelos
proprios educandos.

Ao aproximar a matematica do cotidiano, percebe-se um resultado satisfatorio no
que se refere a aprendizagem do educando. Debates em grupo, discussoes, investigacoes,
levantamento de hipdteses, visando a criacao de problemas aplicados no dia-a-dia. Esta
mudanca de percepcao, que leve a criticidade do processo, deve acontecer constantemente
nos espacgos de sala de aula, pois, assim, a formacao tanto do educando, quanto do
profissional a frente do processo, serd mais completa.

Assim, o ensino da matematica pode se tornar um momento extremamente rico
e interessante com a utilizagao da Modelagem Matematica nas atividades de ensino. O
educando assumira, desta forma atitudes que favorecam a construcao de conhecimen-
tos significativos. Esta concepgao construtivista de ensino, que considera todos os co-
nhecimentos anteriores do educando, permeia constantemente a pratica da Modelagem
Matemaética.

Nao se entrou nas especificidades desta abordagem, pois a mesma nao é nosso
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objeto de estudo. Limitarnos-emos em dizer que esta abordagem prioriza o processo
socio-cultural, e isto em educagao, significa partir da realidade do educando.

Abre-se a possibilidade de um ensino que privilegie a reflexao e a construcao de
um vinculo entre os conteiidos ensinados e o cotidiano dos nossos educandos, corrobo-

rando no seu desenvolvimento social, intelectual e pessoal.

Referéncias Bibliograficas:
ANTUNES, C. Vygotsky, Quem Diria?! Em Minha Sala de Aula. Petrépolis:
Vozes, 2002.

BASSANEZI, R.C. Ensino, Aprendizagem com Modelagem Matematica: uma

nova estratégia. Editora Contexto: Sao Paulo, (2002).

BRASIL. Ministério da Educacao. Secretaria de Educacao Média e Tecnologica. Parame-
tros Curriculares Nacionais: ensino médio - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas

tecnologias. Brasilia, 1999.

BURAK, D. Modelagem Matematica: Acoes e interacoes no processo ensino-aprendi-
zagem. Campinas: FE/UNICAMP, 1992. 329 f. tese (doutorado em psicologia educa-

cional)
BURAK, D. Formacao dos Pensamentos Algébrico e Geométrico: Uma ex-
periéncia com a modelagem matematica. Pro-Mat Parana. Curitiba. V.1, n° 1, p.32-41,

1998.

CALDEIRA, A. D. Modelagem Matematica: producao e dissolugao da realidade. In:
VIII ENEM (Encontro Nacional de Educagao Matematica). Pernambuco. Anais.

56



UFPE, 2004.
CHAVES, S. N. A Construgao Coletiva de Uma Pratica de Formagao de Pro-
fessores de Ciéncias: tensoes entre o pensar e o agir. (Tese de Doutorado) UNICAMP,

Campinas 2000.

DANTE, L, R. Didatica da Resolugao de Problemas de Matematica. Sao Paulo:
Editora Atica, 12° edicao, 2007.

FREIRE, P. Pedagogia da Autonomia: saberes necessarios a pratica educativa. Sao

Paulo: Paz e Terra, 1996.

LIBANEO, J. C. Didatica. Sao Paulo: Cortez, 1994.

LUDKE, M; ANDRE, M. E. D. A. Pesquisa em Educacgao: Abordagens Qualita-
tivas. Sao Paulo: Ed. E.P.U, 1986.

SADOVSKI, P. O Ensino da Matematica Hoje: Enfoques, sentidos e desafios. Sao
Paulo: Editora Atica, 1° edigao, 2007.

VASCONCELOS, C. S. Construcao do Conhecimento em Sala de Aula. Sao
Paulo: Libertad, 1995.

o7



O CRITERIO DE EISENSTEIN

Viviane Zawadzki '8, Gilson Tumelero '°
b

Resumo

Neste trabalho comenta-se alguns métodos utilizados no ensino fundamental
e médio para se encontrar raizes de polinémios. Em seguida é apresentado um

teorema sob a luz da algebra que pode nos auxiliar na busca destas raizes.

Palavras-chave: Polinomios, raiz, irredutivel.

Raizes: Como Encontra-las?

Um dos temas que desperta ainda muito interesse de pesquisadores matematicos é
o estudo de raizes de funcoes. Isto talvez, por nao existir um método geral para encontrar
tais raizes e a necessidade de encontréa-las em aplicagoes matematicas.

Claro que este trabalho tem objetivos muito mais modestos do que encontrar um
meio de calcular as raizes de fungoes. Nos dedicaremos a analisar a existéncia ou nao de
raizes reais de funcgoes polinomiais sobre o corpo dos niimeros racionais.

Também serao discutidos alguns métodos utilizados no ensino médio para se en-
contrar raizes deste tipo de funcao, a saber, a férmula de Bhaskara, as relacoes de Girardi
e o dispositivo pratico de Briot - Ruffini, e por fim apresentar um resultado sob a luz da
algebra, para nos auxiliar na decisao de existéncia ou nao de raiz racional.

Para iniciarmos vamos formalizar e definir alguns conceitos e também estaremos

supondo uma certa familiaridade do leitor com algumas estruturas algébricas.
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Definigao 1 Seja (A,+,.) um anel. Um polinémio numa varidvel sobre A é uma
seqliéncia (ag,ay,as, ..., ay,...) onde a; € A para todo indice e onde a; # 0 somente

para um numero finito de indices.

Exemplo 2 A = R e entdo podemos representar um polindmio porp = (2,3,1,0,0,0,...)

o0 que representa o mesmo polinomio na varidvel x, p(z) = 2 + 3x + 2%
Exemplo 3 ¢ =(3,2,2,5,...) ou q(x) = 3+ 2z + 22* + 5a°.

Neste trabalho vamos nos concentrar nos polindémios em Q[z], isto é com coefi-
cientes no corpo dos numeros racionais, uma vez que em livros e materiais para ensino

fundamental e médio encontramos basicamente este tipo de polindmio.

Definigao 2 Seja A um anel e seja f(z) = ag+ajz+asr®*+...+a,z" € Alz] com a, # 0.
O numero natural n chama-se grau de f. O coeficiente a,, € chamado de coeficiente lider

de f e quando o coeficiente lider for 1 dizemos que f € um polinomio monico.
Exemplo 4 p(z) = 2 + 3z + 42* + 525 temos um polinomio de grau 6.
Denotaremos o grau de p(z) por dp ou gr p.

Definicao 3 Seja A um anel e p(x) € Alx]. Dizemos que a € A e € uma raiz de p(x)

se satisfaz p(a) = 0.

Teorema 2 Seja p(z) € K[z] um polinémio nao nulo de grau n. Entao p(z) possui no

mazimo n raizes em K.

Resultado este que nos leva a questao como:
e Como encontrar tais raizes?

e Como saber exatamente quantas raizes existem em K?
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Questoes estas que podem nos deixar ainda mais intrigados com o seguinte e um

dos mais importantes resultados de algebra.

Teorema 3 (Teorema Fundamental da Algebra): Seja p(x) um polinémio de K[z]
com grp > 0 onde K = Q,R ou C. Entdo temos que existe pelo menos uma raiz de p(x)

em C.

A questao de quantas raizes tem um polinomio de grau n estd intimamente ligada
ao conjunto onde estamos procurando-as. Assim por exemplo, temos que o conjunto dos
nimeros complexos é um corpo algebricamente fechado, isto é, sendo p(x) € Kz|, onde
K = Q,R ou C tem-se que p(x) todas as raizes em C. Assim se grp = n entdo as n
raizes de p estao em C.

O mesmo nem sempre acontece com os conjuntos (corpos) Q, R, por exemplo,
o polinémio p(z) = x? + 1 nao possui rafzes nem em Q e nem em R. Assim, para nos
au-xiliar na busca de tais raizes, iremos apresentar um resultado que pode nos auxiliar
pelo menos na eliminacao de alguns conjuntos em que nao estarao as raizes. Mas para
isto ainda precisamos de mais alguns conceitos. Este conceito tem uma certa analogia

com o conjunto dos nuimeros primos de Z. Entao:

Definicao 4 Seja K(Q, R, C) um corpo e K[z| um anel de polinémios. Seja f(z) € K|z]
tal que grf > 1. Dizemos que f(x) € um polinomio irredutivel sobre K se toda vez que
f(z) = g(x).h(x), com g(x), h(z) € Klz], entdo temos que g(x) = a constante em K ou

h(xz) = b constante em K. Se f(x) for nao irredutivel sobre K dizemos que f é redutivel.

Durante o ensino fundamental e médio (educagao bésica) aprendemos algumas
formas de descobrirmos as raizes de polinomios, em geral de polinomios de graus 1, 2 ou
3.

Para polinomios de grau 1 encontramos facilmente a raiz, isto é, se p(x) = ax +b
temos que a raiz de p é dada por %b. Para isto basta igualarmos p(x) a 0 e isolarmos o

valor z.
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Para um polinémio de grau 2, temos a férmula de “Bhéaskara”para encontrarmos
as raizes embora nao seja a unica. Porém a férmula de Bhaskara associada ao conheci-
mento do conjunto dos niimeros complexos ¢ um modo muito eficiente de obter as raizes

em C. Lembrando que sendo p(x) = ax? + bz + c as raizes sao dadas por:

B —b+Vb? — 4dac

& 2a
—b—Vb? — 4dac
ro =

2a
Outra maneira apresentada no ensino médio para encontrarmos as raizes de
polinomios de grau maior ou igual a 2, sao as chamadas relagoes de Girardi. Relacoes
estas que fazem relacoes diretamente dos coeficientes com as raizes dos polinomios. Para
um polindomio de grau 2 p(x) = az? + bx + ¢ as raizes r; e 7, podem ser obtidas pelas
seguintes relacoes:

r+re=—
a

C
rHn —T9g = —
a

Estas relagoes também sao conhecidas por “soma e produto”. Estas relagoes
também podem ser generalizadas para polinomios de grau maior que dois, por exemplo,
para um polinomio de grau 3, p(z) = ax® + bx? + cx + d, as raizes r, 75 e r3 podem ser
obtidas resolvendo o sistema:

—b
7"1+7"2+T3:—
a

C
.79 + .73 + 1.7y + T92.73 —+ 2.7y —+ r3.Ty = —
a

—d
T1.79.73 +71.72.74 + T1.T3.74 + T2.73.74 = —
a
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€
r1.72.T3.T4 = —
a

Podemos observar que a medida que o grau do polindomio aumenta temos relagoes
e sistemas cada vez mais complicados de se resolver e fica mais dificil ainda se as raizes
forem ntimeros complexos nao reais.

Ha também casos de polindmios em que é de facil verificagao algumas raizes.
Neste caso, temos o chamado dispositivo préatico de Briot - Ruffini que tem por obje-
tivo principal reduzir o grau do polinomio inicial, tornando assim, um polinomio mais
“simples” para encontrar suas raizes.

Mas antes de apresenté-lo precisamos de alguns resultados que o justifique.

Teorema 4 (do resto): Seja p(x) um polinémio tal que p > 1. O resto da divisao de

p(x) por x —a € igual a p(a).
E como conseqiiéncia deste teorema temos:

Teorema 5 (D’ Alembert): Um polinémio p(x) € divisivel por x — a (resto igual ao

polinémio nulo) quando a for uma raiz de p.

Com isso podemos apresentar o dispositivo pratico de Briot - Ruffini, o qual
faremos através de um exemplo:

Seja p(z) = x3+2%+21+2, notemos que —1 é raiz de p. Assim, nos resta descobrir
duas raizes de p. Agora se dividirmos p(z) por x + 1 obteremos um polinomio de grau
2 onde podemos utilizar a féormula de Bhéaskara para encontra-las. Isto se justifica pelo

seguinte resultado.

Teorema 6 : Seja K um corpo algebricamente fechado. Dado um polinomio nao cons-
tante p(x) € Klz|, se grp = n, entao existem 71,79, ....,7, € K de maneira que p =

a(x —r)(x —719)...(x —1y,), sendo a o coeficiente dominante e r;, i = 1,...,n, raizes de p.
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Para construir o dispositivo, vamos seguir o seguinte roteiro:

1°) Colocar ao lado da raiz do divisor os coeficientes ordenados do dividendo p(z).

—1‘1122

2°) 7 Abaixar”o primeiro coeficiente do dividendo (1) e multiplicé-lo pela raiz do

divisor.
—1‘1 1 2 2
\ 1

3°) Somar o produto com o coeficiente seguinte (—1 4 1). O resultado é colocado

abaixo desse coeficiente.
-1 ‘ 1 1 2 2

0

4°) Repetir esta operacao (multiplicar pela raiz e somar com o coeficiente seguinte)

assim por diante.
-1 ‘ 1 1 2 2

‘1020

O 1ltimo coeficiente obtido é o resto da divisao e os demais sao os coeficientes
ordenados do quociente q(r) = —x? + 2 cujas raizes obtemos facilmente sao /—2, V2.

Este dispositivo pode nos auxiliar e muito, combinado com os resultados anteri-
ores. Mas o fato é que recaimos no problema inicial, “encontrar raizes” para podermos
aplicar o tal dispositivo.

Para nos auxiliar nesta busca temos o seguinte resultado.

Teorema 7 (Critério de Einsenstein): Seja f(z) = ap + a1z + ... + a,x, um
polindmio em Z[x], suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:
a) p nao é um divisor de a,;

b) p\ao, a, ..., an_1;
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¢) p* ndo é um divisor de ay.

Entao f(x) € irredutivel sobre Q.

Isto quer dizer, aqui para nds que se tivermos um polindbmio com coeficientes
inteiros que satisfazem o critério de Einsenstein, ele nao tera nenhuma raiz em Q, o que
torna nossa busca muito mais dificil, pois estas raizes estao no conjunto dos irracionais
ou no conjunto dos niimeros complexos, os quais nao estamos tao habituados a trabalhar.

Por exemplo:

1) x? — 2 satisfaz o critério de Einsenstein para o primo 2. Logo ele é irredutivel sobre
(). Embora neste caso encontramos facilmente as raizes (—\/_ , —\/5)

2) p(x) = x*+322+6x+15. Note também que p(z) satisfaz o critério de Einsenstein para
o primo 3. Entao p(z) é irredutivel sobre Q, isto significa que p(x) ndo tem nenhuma
raiz racional.

Este critério pode ser encontrado com sua demonstracao no livro Introducao a

Algebra do autor Adilson Gongalves.
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PROGRAMACAO LINEAR: UMA IMPORTANTE
VERTENTE DA PESQUISA OPERACIONAL

Sandro Rodrigues?®, Tatianne Andréia Verboski?!

Resumo

A Pesquisa Operacional utiliza métodos cientificos em problemas de campo
econOmico, governamental, militar, pessoal entre outros. Sua andlise serve de
orientagao aos responsaveis e encontrar a melhor solugao para seus problemas, po-
dendo assumir de maneira eficaz e satisfatoria a coordenacao de setores, através
de modelos matematicos simplificados, pois apresenta solugbes que servirao de
apoio ao responsavel. A Pesquisa Operacional possui um vasto campo empre-
gaticio nos dias atuais, pois vem se destacando cada vez mais em aéreas técnicas de
grandes empresas, principalmente por ter a finalidade de mostrar solugoes 6timas
na disponibilidade de recursos, seja pessoal ou material. Para isso, a Pesquisa
Operacional conta com um particular apoio da Programacao Linear, pois esta

proporciona um método eficiente para se chegar a solugao étima.

Palavras-chave: Otimizacgao, Pesquisa Operacional, Programacao Linear.

Introducao

O presente artigo propoe apenas introduzir o campo da Pesquisa Operacional
tendo como base principal a Programagao Linear. Uma vez que, sem duivida, a Pesquisa
Operacional é um vasto campo, que por se tratar de uma ciéncia um tanto quanto
nova, se expande rapidamente nas mais variadas profissoes. A Pesquisa Operacional ou

simplesmente PO, teve seu inicio no século XX, durante a Segunda Guerra Mundial,
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onde uma equipe de cientistas norte-americanos e ingleses teve que estudar os problemas
relativos a defesa aérea da Gra-Bretanha.

Essa equipe contava ainda com fisicos, matematicos e engenheiros, tinham que
estudar a maneira mais eficiente da utilizacao dos equipamentos militares, principalmente
do radar. Estudar como obter a melhor seguranca dos comboios que atravessavam o
oceano Atlantico Norte levando suprimentos para a Europa. E, os navios aliados estavam
sendo torpedeado pelas tropas alemas na travessia do oceano Atlantico. Para tanto,
tinham a sua inteira disposi¢ao todos os recursos militares.

Por volta de 1947, apds a guerra, George Dantzig que integrava o projeto Scientific
Computation of Optimum Programs (SCOOP) da Forga Aérea Americana, desenvolveu
do método Simplex que fez com que a PO fosse vista com outros olhos, deixando de
pertencer somente ao campo militar, mas também na economia, principalmente nas
empresas civis. Sendo que, a histéria conta com registros de sua utilizacao em empresas
dos EUA em 1951.

E importante salientar que aqui, o termo programacao tem sentido de planeja-
mento. Assim, nao deve haver equivoco de compara-lo como programacdo de computa-
dores, que é comumente utilizado na Ciéncia da Computacao. Embora, a PO utilize
computadores para resolver seus problemas, deixamos assim, especificado o real sentido

da programag¢ao em nosso trabalho.

A Pesquisa Operacional e Sua Aliada Programacao Linear

Como a Pesquisa Operacional esta vinculada a diversos campos, entao, para cada
um deles, ela utiliza um método diferente que se adapte da melhor maneira possivel para
chegar a solucao 6tima. Podemos citar: Programagao Linear (PL), Programagao Inteira
(PI), Programagcao Dinamica, Teoria das Filas, Teoria dos Grafos, Simulagao e Teoria

dos Jogos. Mas, aqui, nos reportaremos apenas a Programacao Linear.
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Utilizando a programagao linear, podemos resolver problemas de
alocacao de recursos, de producao, na aérea pessoal e material, de
corte de materiais, principalmente de madeiras, chapas de aco e
aluminio, de transporte, de designacao ou atribuicao de tarefas,
economia etc. (PASSOS, 2008, p. 2)

A Programagao Linear (PL) teve seu inicio ainda no século XVII, em estudos
realizados por grandes matematicos da época: Newton, Bernoulli e Lagrange. Mas, foi
no século XX que a PL teve seu auge com os cientistas Leonid Kantorovitch, Prémio
Nobel de Economia em 1975 e autor de Métodos Matematicos de Planejamento e Or-
ganizagao, George Stigler autor do Problema da Dieta (1946), Tjalling Koopmans autor
do Problema de Transporte e George Dantzig autor do Método Simplex (1947).

Programacao linear é uma técnica de otimizacao aplicada em sis-
temas de equagoes (ou inequagoes) lineares representativos de mo-
delos previamente elaborados. Um problema de otimizacao em
programacao linear ¢ um problema em que se quer maximizar ou
minimizar uma funcgao linear, sujeita a algumas restrigoes lineares.
Ou seja, em PL procura-se determinar os valores das varidveis que
minimizam ou maximizam uma func¢do, denominada objetivo, que
deve satisfazer a certas restrigoes, que sdo equagoes (igualdades)
ou inequagoes (desigualdades) lineares.(PASSOS, 2008, p. 8)

Pode-se perceber pelas palavras de PASSOS (2008) que a PL tem por objetivo
encontrar o lucro maximo ou o custo minimo. E; segundo PRADO (2007), o uso da PL
destaca como vantagens: a identificagao das melhores opgoes em estudos de qualidade
total; permite a identificacdo de “furos”na linha de producao; fornece diretrizes para
expansao; possibilita avaliar o potencial de aplicabilidade de uma pesquisa. PRADO
(2007) expande suas consideragoes citando algumas aplicagoes da PL, como: dietas ali-
mentares, formulacao de ragoes, fabrica de adubos, ligas metalicas, industria petrolifera,
industria quimica, industria moveleira, metalirgicas, transporte, investimentos finan-

ceiros, alocacao de recursos, agricultura, agropecuaria, manufatura, designacao.
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Construcao do Modelo

Um modelo em PL refere-se a uma representacao simplificada da realidade do
problema. Com esses modelos podemos prever e explicar os fenomenos que podem ocor-
rer e tem por objetivo assessorar a tomada da melhor decisao. Ou seja, eles descrevem
um problema. Sua qualidade ird depender da sua estruturagao, pois a precisao ¢ funda-
mental, nao deve haver dividas quanto a sua interpretacao, utilizando todos os recursos
disponiveis ja existentes ou adquiridos com o proprio fornecedor.

Para se elaborar tal modelo PASSOS (2008) sugere as seguintes etapas: identificar
o problema a modelar; verificar os recursos disponiveis; verificar o dado técnico referente
ao problema que se quer modelar (produtos ou servigos) e fazer a formula¢ao matematica
do problema (modelagem). O mesmo autor ainda comenta algumas caracteristicas que

devem ser levadas em consideracao no desenvolvimento de um modelo:

e Varidveis de decisdo: medem a quantidade de diferentes recursos (produtos, pes-
soas, litros, caixas, quilometros, horas, etc.) que se quer determinar. A partir delas
que se dard a quantidade de recursos que serao maximizados ou minimizados. A

nomeacao inicial deve-se manter até o final.

e Funcao objetivo: mostrara o que ser quer otimizar, simplesmente indica o objetivo
que ser quer conseguir, ou ainda, com ela encontra-se o valor 6timo vindo da

maximizacao ou minimizacao. E composta pelas variaveis de decisao.

e Restrigoes: condigoes que limitam o problema, ou seja, impoem os valores que
poderao ser assumidos pelas variaveis de decisao, deixando-as totalmente sujeitas
a estas limitagoes, formando um sistema de equagoes ou inequagoes que trarda como

resolucao os valores das variaveis de decisao.

e Condicao de nao-negatividade: mostra que os valores das variaveis serao nao ne-

gativos. Condicao légica do modelo.
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Podemos resumir um Problema de Programagao Linear (PPL) com o seguinte

esquema

Apresentacdo do problema

=

i

Funcdo objetivo
Restricoes
Condicdo de ndo-negatividade

{1

Solucédo do
problema

>

>

Estudo do problema

Validade do
modelo

Tomada de
decisdo

| —

Na forma padrao do modelo de PL as restricoes sao escritas como equagoes

matematicas, da seguinte forma:

Max(Min) Z = cix1 + coxs + c3x3 + - - - + cpx,, — Funcdo Objetivo.

a1 T+
a21:v1+

Sugeito a:  ag;x+

a'mlxl‘f‘

12T+
a221'2+

az2To+

am2x2+

a13T3+
a23$3+

a333:3—|—

Am3T3+

+a1pT, = bl
+a9,T, = b2
+a3nTn = b3

bm

FAmnTn
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Restrigoes.
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1 >0, 19 >0x3 >0,...,x, > 0 Condicao de nao negatividade
X :{xxy,3,...,x,} varidveis de decisao;
A :{ay,a9,as, ...,a,} coeficientes das varidveis;
B :{b1,b2,bs,...,b,} termos independentes (recursos disponiveis).
Na forma canodnica, as restrigoes sao apresentadas na forma de inequacoes, ficando

com o seguinte aspecto:

Max(Min) Z = cizy + coxe + c3xg + - - - + ¢z, — Fungao Objetivo.

a1ri+  apret  apzrzt - tapr, < (ou >)h
ag1T1+ Aot agsTzt -+ FagT, < (ou >)by

Sugeito a: as;x14+  aserot+  aszTz+ - - +aspt, < (ou Z)b3 Restricoes.
A1 1+ ApaTat Q3T+ - Fampr, < (ou >)by,

1 >0, 20 >023>0,...,2, > 0 Condicao de nao negatividade

Na forma algébrica

Max(ouMin) Z = CX;
AX < (= ou >)B;
X >0.

ou equivalentemente, na forma matricial:
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4 r T )
X1
Z2
Maz(ouMin) |c; ¢y ¢35 -+ ¢p|- |23 Funcao objetivo.
T,
L -/
B N B T B T )
a1; a2 apz -+ Qip T by
1 Q22 Q23 -+ A2y ) < by
as;  Qss  Qss -+ Gsn | - |23 = bs Restricoes.
>
Am1 Am2 Am3 " Qmn L bn )
— — p— —-— - p— \- - -
1 00 0 T 0
010 0 To 0
001 -+ 0f-]as| = |0 Condicao de nao - negatividade.
\ 000 --- 1 Ty 0 )

Observa-se que para voltar a forma original que foi apresentada, basta efetuar a

multiplicagao dessas matrizes.

Construcao Comentada de Um Modelo

A construgao de um modelo nada mais é do que um sistema representando o
mais préximo possivel a realidade do problema, sem deixar de lado as peculiaridades e
limitagoes desse problema. O objetivo principal de um problema de PL é chegar a uma
solucao 6tima, seja maximizando ou minimizando uma funcao objetivo de n variaveis,
que esta sujeita a m restricoes na forma de equagoes lineares, isso se estiver na forma
padrao, ou inequacoes lineares, se estiver na forma canodnica.

Nao ha uma tunica forma ou uma forma padrao para se formular um mode-

lo. Porém, segundo PASSOS (2008), podemos evidenciar, inicialmente, a escolha das
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variaveis de decisao que, uma vez escolhidas devem ser mantidas até o final da reso-
lugao do modelo. Na seqiiéncia, sera feita a elaboragao da fungao objetivo, levando em
consideracao as variaveis de decisao ja definidas, especificando se o problema serd de
maximizacao ou minimizacao. E, entao, verificar todas as limitacoes que interferem no
problema, formando assim, as restrigoes.

A seguir, mostraremos a construcao de um modelo com um problema tipico de

Programacao Linear:

O Problema do Sitio

Um sitiante esta planejando sua estratégia de plantio para o préximo ano. Por
informacgoes obtidas nos érgaos governamentais, sabe que as culturas de trigo, arroz e
milho serao as mais rentaveis na proxima safra. Por experiéncia, sabe que a produtivi-

dade de sua terra para as culturas desejadas é a constante na tabela abaixo:

Cultura | Produtividade em kg por m? | Lucro por kg de Producao
(experiéncia) (Informagoes do Governo)
Trigo 0,2 10,8 centavos
Arroz 0,3 4,2 centavos
Milho 0,4 2,03 centavos

Por falta de um local de armazenamento préprio, a producao maxima, em toneladas,
estd limitada a 60. A drea cultivavel do sitio é de 200.000 m?. Para atender as demandas
de seu préprio sitio sdo necesséarios que se plante 400 m? de trigo, 800 m? de arroz e
10.000 m? de milho.

Entao, para elaborar o modelo representativo desse problema, seguiremos os
seguintes passos:

1°) Escolha das varidveis de decisao

Nesse problema poderiamos ficar em divida sobre qual variavel de decisao utilizar:
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quantidade de quilos a ser produzida em cada cultura ou area a ser plantada. Optaremos
pela drea a ser plantada calculando-se, em conseqiiéncia, as variaveis em area.
x; = quantidade de unidades de area a serem plantadas na cultura do tipo
i= (T - Trigo, A - Arroz, M - Milho ).

2°) Elaboragao de fungao objetivo

Os coeficientes da funcao objetivo deverao ser calculados multiplicando-se a pro-
dutividade por quilo pelo lucro previsto para cada quilo. O resultado do coeficiente sera

uma unidade monetaria, no caso, o centavo.
Maximizar Z = 2,16x; + 1,26z, + 0,812,
Lucro em centavos

3°) Formagao das restrigdes

a) Restrigoes associadas & demanda do sitio (em unidade de drea: m?)

x, > 800
Zm > 10.000
b) Restri¢ao associadas a drea total disponivel:

T+ x, + 2, < 20.000

c) Restrigdo associada ao armazenamento (em quilos):
Nesse caso teremos que utilizar os coeficientes da produtividade por unidade de

area para obter um valor final em quilos:
0,2xy + 0,32, + 0,4z, < 60.000
4°) Restrigoes de nao negatividade:
;. >0,z,>0,2,, 20
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Finalmente, o modelo, sera apresentado como:
MaxZ = 2,16z, + 1, 26x, + 0,812z,

Sujeito a x; + x4 + x,, < 20.000
0,2x; + 0,3z, + 0,42, < 60.000
xy > 400
xq > 800
Tm > 10.000
rz;>0,z,>0,2,, 20

Destacamos que, nosso trabalho se restringe apenas a fase de obtencao de mode-
los lineares (modelos matemadticos). A fase seguinte, responsavel em obter a solugao do

problema nao sera mostrada.

Consideracgoes Finais

Ao escrever este artigo, nos validamos das notas de aulas que utilizamos no ensino
dessa disciplina. E evidente, também, que nos embasamos em experiéncias de autores
consagrados neste assunto, para explicar e, muitas vezes, nos fazer entender de uma
forma mais simples.

Partindo desse pressuposto, podemos observar que a Pesquisa Operacional vem
proporcionando solucoes aos problemas que surgem em variados campos de organizacao
e producao de servicos e mercadorias. E evidente seu destaque nas empresas que bus-
cam aperfeicoar seus processos de producao, uma vez que, a eficicia na organizagao ¢é
primordial para o seu crescimento.

Buscamos assim, de maneira sucinta, mostrar a importancia do conhecimento

cientifico voltado a tomada de decisdes, bem como, as adjacéncias do conhecimento
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manifestadas através das necessidades dos seres humanos.
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RICHARD HAMMING E A TEORIA DOS
CcODIGOS

Luciano Panek 22

Resumo

Neste trabalho estudamos os procedimentos de deteccao e correcao de erros
baseados no cédigo bindrio de Hamming de dimensao quatro. Para tanto aprese-
tamos uma breve introducao sobre corpos finitos de cardinalidade prima e c6digos

lineares.

Palavras-chave: Cdédigos lineares; distancia de Hamming; cédigos binarios de Hamming

Introducao

Frustrado com o funcionamento limitado de seu computador (que apenas acusava
erros), Richard Wesley Hamming, em 1947, formula os conceitos bésicos da Teoria dos
Cddigos (distancia de Hamming, cédigos equivalentes, limitante de Hamming) e idea-
liza a primeira familia de cédigos corretores de erros, conhecidos agora por Cddigos de

Hamming (suas idéias foram publicadas somente em 1950 [HAMMING]):

[...]  Two weekends in a row I came in and found that all my
stuff had been dumped and nothing was done ... . And so I said,
‘Damn it, if the machine can detect an error, why can’t it locate the
position of the error and correct it?’(R. W. Hamming, interview,

februay 3, 1977.)

Um exemplo de dimensao baixa do cédigo idealizado por Hamming aparece pela

primeira vez em 1948 no trabalho “A Mathematical Theory of Communication” de

22Profesor da Universidade Estadual do Oeste do Parand - UNIOESTE - Campus Foz do Iguacu

E-mail: lucpanek@gmail.com
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Claude Elwood Shannon?® ([SHANNON]). Shannon, em seu trabalho, estabelece pa-
rametros sobre a capacidade do canal de comunicacao que garantem a existéncia de
codigos corretores de erros eficientes. A partir dai comecou a busca por tais codigos: as
primeiras familias de bons cédigos foram apresentadas em 1949 e 1950 por Marcel Golay
e Richard Hamming respectivamente.

Em um sistema de comunicac¢ao (por exemplo, celular, internet ou transmissao
de ima-gem via satélite) os dados sdo associados a sequéncias de bits e transmitidos
em forma de ondas (com amplitude variada, dependendo do canal). As ondas ficam
sujeitas aos diversos tipos de interferéncias fisicas (como campos magnéticos) e no pro-
cesso inverso (quando demodulamos os dados) existe a possibilidade de ocorréncia de
erros (troca de bits). A teoria dos cddigos corretores de erros é responsiavel pelos me-
canismos mateméticos que recuperam (sobre certas condigoes) os dados transmitidos a
partir dos dados recebidos (contendo erros).

Os c6digos binarios de Hamming tém a capacidade de detectar dois erros e corri-
gir um erro. Neste trabalho descrevemos alguns dos mecanismos de deteccao e correcao
de erros baseados nos cédigos binarios de Hamming. Todos os nossos argumentos serao
construidos sobre o cédigo bindrio de Hamming de dimensao quatro (a extensao para o
caso genérico é bastante natural e pode ser encontrada em qualquer bom livro de teoria
dos cédigos (ver [HEFEZ]). Como veremos, a estrutura algébrica dos cédigos bindrios
de Hamming é a estrutura vetorial sobre um corpo com dois elementos. Por este mo-
tivo comegamos nosso trabalho com uma breve introdugao (somente com os resultados
necessarios para o desenvolvimento do texto) sobre corpos finitos de cardinalidade prima
e espagos vetorias. Nossas fontes sao os livros [ALVES], [BOLDRINI] e [DOMINGUES].
Omitiremos as demonstracoes de alguns resultados. Estas demonstracoes podem ser en-

contradas nos materiais citados.

Z3Shannon de fato atribui a autoria do cédigo ao colega Hamming.
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Corpos Finitos

Seja K um conjunto nao vazio munido com duas operagoes + e - chamadas de
soma e produto (ou adi¢do e multiplicagao) respectivamente. Diremos que (K, +,-) é
um corpo se: as operacoes de adicao e multiplicacao sao associativas e comutativas;
existe o elemento neutro em relagdo a adigdo (elemento nulo); todo elemento de K
é simetrizavel em relagdo a adi¢do (existéncia do elemento oposto); existe o elemento
neutro em relagdo ao produto (existéncia da unidade); todo elemento nao nulo de K
é simetrizavel em relacdo a multiplicagao (existéncia do elemento inverso); o produto é
distributivo em relagao a adicao.

Um corpo (K, +, ) é dito finito se K é finito. E conhecido da Teoria de Galois que
se um corpo K é finito entao sua cardinalidade é uma poténcia de primo. Mais ainda,
para todo primo p e para todo inteiro positivo nao nulo m existe um corpo finito K de
cardinalidade p™. Neste trabalho nos restringiremos aos corpos finitos de cardinalidade
.

Seja Z o conjunto dos nimeros inteiros e para cada inteiro m > 0 considere a
relagdo de congruéncia mddulo m: a = b(mod m) se, e somente se, a — b = km para

algum k € Z. Valem as seguintes propriedades:
Proposicao 1 Sejam a,b,c,d € Z. Entao:
(1) a=a(mod m);
(77) se a=0b(mod m), entdo b = a(mod m);
(17i) se a =b(mod m) e b= c(mod m), entio a = c¢(modm);
(1v) se a =b(mod m) e c=d(mod m), entio (a+ c) = (b+ d) (mod m);

(v) se a=b(mod m) e c=d(mod m), entio a-c="b-d(mod m).
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Segue das propriedades (i), (i7) e (iii) que = é uma relacao de equivaléncia sobre

Z. e portanto induz uma particao em Z: seja
[a] ={b€Z:a=b(modm)}
a classe de equivaléncia de a segunda a relagao de congruéncia médulo n; entao
Z=[0U[l]U...U[m—1]

com [r]N[s]=@ser#s 0<rs<m-—1

As propriedades (iv) e (v) nos mostram que as operagao

[a] + [b] = [a + 0]

[a] - [b] = a - 0]

sobre Z,, = {[0],[1],...,[m — 1]} ndo dependem dos representantes das classes de
equivaléncia. O elemento neutro e a unidade de Z,, sao respectivamente as classes [0] e
[1]. O conjunto (Z,,,+,-) satisfaz todas as propriedade de corpo exceto a propriedade
que todo elemento nao nulo é inversivel. E bem conhecido que [a] € Z,, é inversivel se,
e somente se, mdc (a,m) = 1. Segue deste fato que (Z,,,+,-) é um corpo se, e somente
se, p é um nimero primo.

Daqui em diante omitiremos os colchetes quando nos referirmos aos elementos do

conjunto Z,,.

Exemplo 5 Considere as tabelas de adigcao e produto de Zs, Z3 e Z4 respectivamente:

+ 101 01
0101 0(0]0
11110 1101
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+ 1012 011]2
010112 0/(0(01]0
1171120 11012
2121011 210121
+10(112]3 0]1(23
0(011]2]3 0/0[0[0]0
111(213]0 1101123
21213101 21012101
31310]1|2 3101312

Zo e s sao corpos finitos. Ja 7y nao € um corpo finito: 2 ndao € inversivel.

Espacos Vetoriais sobre Corpos Finitos
Restringiremos as classicas definigoes da teoria de espacos vetoriais ao caso par-

ticular dos corpos finitos Z,.

Definicao 5 Seja V' um conjunto nao vazio munido com duas operagoes + : V xV — V

e-: 2y xV =V tal que:
1. (x+y)+z=x+ (y+ 2) para todo x,y,z € V;
2. x+y=y-+x para todo x,y € V;
3. Fxiste 0 € V tal que 0 + x = x para todo x € V;
4. Para cada x € V eziste —x € V tal que x + (—x) = 0;
5. a(x +vy) =ax+ ay para todo x,y € V para todo o € Zy;
6. (a+ B)x = ax+ Bz para todo x € V para todo o, B € Zy;

7. a(Bx) = (af) x para todo x € V para todo o, 3 € Zy;
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8. lx = x para todo x € V;
Entao (V,+,-) € dito um espago vetorial sobre Z,,.

Os elementos de um espago vetorial (V,+,-) sao chamados de wvetores. J& os
elementos do corpo finito Z, sao chamados de escalares. Os vetores z1,...,x, € V sao

ditos linearmente independentes se
a1+ ...+ apr, =0

implica «; = ... = a,, = 0. Se existem ay,...,®, € Z, nao todos nulos tal que
> aiz; = 0 diremos que xy,..., T, sdo linearmente dependentes. Um subconjunto nao
vazio U de um espaco vetorial V' é dito um subespaco vetorial de V' se x +y € U para

todo z,y € U e ax € U para todo a € Z, e x € U. O conjunto
[Z1,... 2, ={y eV iy=am1 +... + apz, com aq,..., 0, € Zy,}

¢ um subespaco vetorial de V e é chamado de subespaco gerado por xi,...,x,. Se
V = |z1,...,2,] € x1,...,2, sdo linearmente independentes entao {zi,...,z,} é dito
uma base de V. Nestas condicoes diremos que V' é um espaco vetorial de dimensao
finita. O numero de vetores da base é a chamada dimensao de V' e denotada por dim (V).
Assim, se {z1,...,2,} é uma base de V e y € V, existem tnicos a1, ..., o, € Z, tal que

y=a1x1+ ...+ a,r,. Os escalares a,...,q, sao as coordenadas de y.

Exemplo 6 Seja Z; o conjunto de todas as n-uplas com entradas em Z,. O conjunto

Zg munido com as operacoes

(ar,...;an) + (B, .., Bn) = (1 + Br, .. an + Bn)

y(o, ... an) = (ya,...,van) , v € Zy,
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tem a estrutura de espaco vetorial. Como

{e1 =(1,0,...,0),e2 =(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1)}

n

v, concluimos que dim (Zg) =n. Seque dai que a cardinalidade de Z;

€ uma base para 7.

éepn.

Coddigos Lineares

Nosso objetivo agora ¢ construir um mecanismo eficiente capaz de detectar e
corrigir erros. Daqui em diante Z; serd o nosso espago ambiente. Um subconjunto C' de
Zy, serd chamado de (n, |C|) cddigo, sendo |X| a cardinalidade do conjunto finito X. Os

elementos de um codigo serao as chamadas palavras-codigo.

Defini¢ao 6 Dados x = (21,...,2,) €y = (Y1,--.,Yn) em Zy, definimos a distancia de
Hamming d (z,y) entre x e y como sendo o nimero de coordenadas distintas entre x e
Y

d(z,y) = [{i: @ # i}l

A distancia de Hamming é uma métrica em Zy: d(z,y) > 0; d(z,y) = 0 se, e
somente se, ¢ = y; d(z,y) = d(y,x); d(z,y) < d(x,z) + d(z,y). Definimos a bola de

centro z e raio r como sendo o conjunto
By (z)={yeZ} d(zy) <r}.

O ntmero de coordenadas nao nulas de x = (z1,...,7,) € Z, é o chamado peso de
Hamming de = e denotado por w (x). Note que w(z) = d(0,x) e d(z,y) = w(x —y).
Seja C' um codigo em Zj. Suponha que z é a mensagem recebida e que z nao ¢é uma
palavra-codigo. Decodificamos x como sendo a palavra cédigo “mais préxima” de x, ou

seja, a palavra-codigo ¢ tal que
d(z,c) =min{d(z,d): € C}.
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Este processo de decodificagao é conhecido como decodificador por mdzima verossimi-
lhang¢a. Um problema de primeira grandeza em teoria dos codigos é determinar algorit-
mos de decodificacao eficientes.

O quanto podemos errar para termos a certeza de que o decodificador por maxima
verossimilhanca esta retornando a mensagem original? Esta grandeza é conhecida como

a capacidade de corregao de erros do codigo C' e é definida como sendo o niimero
t=max{r: B.(c)NB,(d)=9,c# € C}.
A distancia minima de Hamming de um codigo C' é
d(C)=min{d(c,d):c# € C}.
Teorema 8 Seja t a capacidade de correcao de erros de C. Entao

[

Temos dois problemas para resolver (para minimizar). O célculo da distancia
minima e a deteccao de erros. Os cddigos utilizados na pratica sao gigantes e por isso a
comparagao dois a dois (tanto para a deteccao de erros quanto para o célculo da distancia
minima) é pouco vidvel. Estes problemas sdo minimizados se consideramos a estrutura

vetorial.

Definigao 7 Um subespaco vetorial C' do espago Z; € chamado de cddigo linear. Se

dim (C) = k diremos que C' € um [n, k] cédigo. Um [n, k] cédigo C' é um (n,q*) cddigo.

No caso dos codigos lineares o calculo da distancia minima se reduz ao calculo do

peso minimo:
Teorema 9 Seja C' um codigo linear. Entdo
d(C)=min{w(c):0#ce C}.
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Apresentaremos agora, para um cédigo especifico, solucoes satisfatorias para os

dois problemas mencionados acima.

Cédigo Binario de Hamming

Seja
C={(a,byc,d;b+c+d,a+c+d,a+b+d):a,b,c,decZy}.
Temos que
(a,b,c,d,b+c+d,a+c+d,a+b+d)=a-(1,0,0,0,0,1,1)+
+b-(0,1,0,0,1,0,1) +¢-(0,0,1,0,1,1,0) +d - (0,0,0,1,1,1,1).
Como
a={(1,0,0,0,0,1,1),(0,1,0,0,1,0,1),(0,0,1,0,1,1,0),(0,0,0,1,1,1,1)}

é linearmente independente em Z? concluimos que C' é um [7, 4] cédigo linear gerado por
a (a é uma base de C).

O codigo C acima é conhecido como cddigo bindrio de Hamming (ou simplesmente
c6digo de Hamming). O cédigo de Hamming é denotado classicamente por Hs. Nosso
objetivo é calcular a distancia minima (e consequéntemente a capacidade de correcao de
erros) de Hs. Vamos fazer isto sem explicitar as 2% palavras-cédigo de Hs.

Como «a gera Hs, pondo

10000171
01 00101

G = ,
0010110
00011T11

temos que

Hs = {(a,b,c,d) -G :a,b,c,d € Zs} .

86



Considere agora
1000111

H=10101011

0011101
Temos que H - G = 0 (a matriz nula). Isto implica que H - ¢! = 0 para todo ¢ € Hs.
Como o posto (nimero méximo de linhas ou colunas linearmente independetes) de H é
igual a 3, conclufmos que a dimensao do espaco solucao do sistema homogéneo H -2 = 0

¢ 7—3 =4, que éigual a dimensao de Hz. Isto implica que
ng{xGZg:H-:rTzo}.

As matrizes G e H descritas acima sao conhecidas respectivamente como matrizes gera-

dora e de paridade de Hs.

Seja ¢ € Hs tal que w(c) = s. Seja {i1,i2,...,is} as entradas nao nulas de
c. Como H -’ = 0, concluimos que as colunas h;,, hi,,...,h;, de H sdo linearmente
dependentes. Vale a reciproca: se h;,, hi,,...,h;, sao colunas linearmente dependentes

de H, entao existe ¢ € Hj tal que w (¢) = s. Conclusao:

Teorema 10 d(Hs) = s se, e somente se, todo conjunto com s — 1 colunas de H é

linearmente independente e existem s colunas linearmente dependentes.

Como todo conjunto com 2 colunas de H ¢é linearmente independente e existem

3 colunas linearmente dependentes ({hs, hs, hy} por exemplo):
Teorema 11 d (H3) = 3.
Consequentemente:

Corolario 1 A capacidade de correcao de erros de Hs € igual a 1.
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O cédigo de Hamming contém 2% palavras-cédigo. Sendo assim podemos utilizar
Hs para codificar 2* informacoes. Como a capacidade de correcao de erros de Hs é 1, Hs
deve ser implementado em um canal de comunicagao com as seguintes caracteristicas: a
probabilidade de ocorrer mais de um erro é menor do que a probabilidade de ocorrer um
erro.

Suponha que nosso canal de comunicacao tem as caracterisitcas descritas acima
e recebemos a mensagem

z=(1,1,0,0,1,1,1).

Como H -z' = (1,1,1) # (0,0,0), z ¢ Hs. Sabemos que uma das coordenadas foi
trocada (baseado nas caracteristicas do canal). Qual? Poderfamos responder a questao
comparando x com cada palavras-codigo de Hsz. No entanto, observando que x = ¢ + ¢;
para algum ¢ € Hs com e; sendo o i-ésimo vetor canonico (a unica coordenada nao nula

de e; é a i-ésima coordenada), temos

H-a" = H-(c+ei)T:H-cT+H-eiT:O+H-eiT

= {-ésima coluna de H.

Assim o erro em z se localiza na tltima coordenada pois (1,1,1) é a tultima coluna de

H: o vetor x é decodificado como sendo a palavra-cédigo
c=(1,1,0,0,1,1,0).
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UMA ANALISE SOBRE O CONSUMO DE AGUA
NA CIDADE DE SAO MATEUS DO SUL VIA
MODELAGEM MATEMATICA

Luciana da Fonseca ?*, Sérgio Lufs Kampmann ?°, Michele Regiane Dias Veronez ¢

Resumo

Neste trabalho relata-se uma atividade de Modelagem Matematica desenvolvida
em Projeto de Pesquisa. O interesse por estudar sobre o consumo de agua surgiu
apos algumas discussoes e reflexoes realizadas durante leituras de artigos sobre
aspectos concernentes ao processo de ensino e aprendizagem da matematica e as
aplicacoes matemaéticas. Tal atividade consiste na observagao do consumo de agua
ao longo dos tltimos anos na cidade de Sao Mateus do Sul, tendo como finalidade
a elaboracao de um modelo matematico que permitisse, além de uma analise sobre

esse consumo, uma abordagem de conceitos matematicos.

Palavras-chave: Ensino e Aprendizagem da Matematica, Modelagem Matemadtica,

Aplicacoes da Matematica.

Introducao

Nesse estudo depositou-se um olhar sobre o consumo de agua na cidade de Sao
Mateus do Sul e procurou-se realizar uma analise sobre o mesmo a partir da aplicacao
de alguns conceitos mateméticos. Nosso interesse era entender como esse consumo se
comportava ao longo dos anos e se era possivel realizar previsoes.

Para tanto nos apoiamos na Modelagem Matematica por considerarmos que ela

pode viabilizar uma reflexao da situacao em estudo a medida que informagoes coletadas

24 Aluna de Iniciacdo Cientifica
25 Aluno de Iniciacio Cientifica
26Professora orientadora do curso de Licenciatura em Matemdtica da Faculdade Estadual de Filosofia,
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e conteudos matematicos podem ser trabalhados e discutidos paralelamente. Ainda, a
Modelagem Matematica, considerando-a como estratégia de ensino, pode proporcionar
desenvolvimento do pensamento critico, do trabalho em equipe, da capacidade de for-
mular hipéteses e de resolver problemas.

A atividade de modelagem descrita nesse artigo proporcionou que fossem traba-
lhados modelos e conceitos de forma completa e gradativa contribuindo para a formacao

da nossa competéncia critica.

Modelagem Matematica como estratégia de ensino e aprendizagem

A busca por novos métodos de ensino, nos ultimos anos, proporcionou o surgi-
mento de algumas tendéncias em Educacao Matematica, dentre elas encontra-se a Mo-
delagem Matematica. Os pesquisadores de tal tendéncia a apontam como sendo uma
maneira de proporcionar aos alunos o desenvolvimento da capacidade de usarem ade-
quadamente a Matematica como modo de compreensao de situagoes da realidade. Nessa
abordagem ¢ concedida ao aluno a oportunidade de perceber a Matematica em seu meio,
considerando-a como uma necessidade natural, cientifica e social.

Bassanezi (2002) ressalta que a Modelagem Matematica possui caracteristicas
precipuas e a define como sendo “a arte de transformar problemas da realidade em pro-
blemas matematicos e resolve-los interpretando suas possiveis solucoes na linguagem do
mundo real”. Nesse contexto defende que a modelagem, a partir de determinada ativi-
dade ou execucao de um trabalho pode abordar de maneira simplificada uma situacao
da realidade através de um modelo matematico.

A atividade de Modelagem Matematica pode ser situada basicamente em dois
contextos: o da matemadtica aplicada, onde é vista como método de pesquisa e o do
contexto escolar, onde é percebida como estratégia de ensino para as aulas de matemaética,
nao deixando, no entanto, de constituir um método de pesquisa para professores e alunos

envolvidos na atividade.
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Skovsmose (2001) defende que utilizar a Modelagem Matematica enquanto es-
tratégia de ensino e aprendizagem da Matematica é dar oportunidade ao aluno de rein-
ventar seu processo de interpretacao do conhecimento matematico. Nesse sentido enfatiza
que os professores que a utiliza tém a oportunidade, durante o processo de lidar com trés
tipos diferentes de conhecimento: o proprio conhecimento matematico, o conhecimento
tecnoldgico que, nesse contexto é conhecimento sobre como construir e usar um modelo
matematico; e o conhe-cimento reflexivo que pode ser interpretado como um referencial
tedrico mais conceitual, ou meta-conhecimento para que se possa discutir a natureza dos
modelos e o critério usado em sua construgao, aplicagao e avaliacao.

Para Almeida (2003) trabalhar com atividades de modelagem em contexto escolar
cons-titui um desafio para professores e alunos, pois ambos assumem papel ativo no
processo de ensino e aprendizagem. Ela aponta que ao professor cabe auxiliar o aluno
na compreensao da situacao em foco, construindo relagoes matematicas significativa em
cada etapa do processo. Ainda, o trabalho com modelagem exige do professor que ele
conduza a aula de forma mais significativa contribuindo para que o aluno interiorize
e adquira conceitos e que tenha possibilidade de interligar os contetidos abordados na
escola com situacgoes da sua realidade.

Bicudo (1999) coloca que o professor envolvido com as tendéncias em Educacao
Matema-tica encontra-se em uma posicao de “agao”, e que esta esta voltada para uma
situacao conseqiiente, ou seja, o professor que pretende auxiliar o aluno na construcao
de seus conhecimentos, somente obtera éxito em suas praticas se oferecer pontos de vista
distintos sobre um mesmo assunto, relacionando-o com outros conteudos ja tratados e
suas possiveis aplicagoes.

No que se refere ao aluno, Almeida (2003) afirma que ele precisa conceber que é
essencial o seu envolvimento com as atividades propostas para que a aprendizagem de
fato acontega. Para tanto o aluno tem que ser considerado como peca chave do processo

de ensino e aprendizagem e nao como mero expectador, onde somente o professor tem
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voz na sala de aula enquanto repassa o seu conhecimento. E fundamental oportunizar
ao aluno condicoes necessarias para que o mesmo encontre a dire¢ao da construcao do
conhecimento.

Quando o trabalho com a matematica em sala de aula é entendido como um
momento de construgao de conceitos e significados matematicos pode proporcionar ao
professor e aos alunos entusiasmo com a tarefa de aprender e de aprender a aprender.

Como a matematica encontra-se num parametro de dificuldades delineadas por
alunos e professores inseridos no contexto de ensino e aprendizagem é interessante que
haja uma integracao com as diversas tendéncias em Educacao Matematica, pois elas
apresentam novas concepgoes que visam contribuir para a solucao de problemas vincu-
lados ao seu ensino e sua aprendizagem. Sendo assim, seria adequado encara-las como
necessarias na pratica pedagogica do professor.

Contudo utilizar-se de métodos diferenciados no processo de ensino e aprendiza-
gem da Matematica gera muitas discussoes visto que tal atitude exige do professor um
repensar sobre a forma como ele se sente inserido nesse processo ou a forma como ele

concebe o seu papel de educar.

Uma atividade de Modelagem Matematica: Evolucao do Consumo de Agua
na Cidade de Sao Mateus do Sul.

O abastecimento de dgua na cidade de Sao Mateus do Sul é de responsabilidade
da SANEPAR - Companhia de Saneamento do Parana. Esta Companhia, criada em
1964, ¢ uma empresa paranaense responsavel pela captacao, tratamento e distribuicao
de agua neste Estado e sua preocupacao é o abastecimento de agua com boa qualidade.

Desde que iniciou suas atividades de operacao, manutencao e administracao de
sistemas de abastecimento de dgua, a SANEPAR teve uma expansao consideravel e
atualmente controla e arquiva dados referentes ao consumo de agua pela populacao das

diversas cidades do Parana.
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As informacgoes apresentadas no Quadro 1 retratam o consumo médio mensal de
dgua em metros cibicos (m?*) da cidade de Sdo Mateus do Sul. Tais informagoes também

podem ser observadas na Figura 1.

Quadro 1: Consumo mensal (médio)

Ano | Consumo médio mensal (m?)
2001 886.233
2002 903.886
2003 952.639
2004 974.818
2005 1.039.443
2006 1.054.109
2007 1.084.599
Consumo médio mensal
1.200.000 -
1.100.000 -

o

£ L 2

2 1.000.000 - .

§ *

900.000 - . *
200.000 : : : : :
$ N N NG e &
DT AT A o DT A9
anos

Figura 1: Tendéncia do consumo de agua na cidade de Sao Mateus do Sul.
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Os pontos apresentados na Figura 1 proporcionam o levantamento de hipdteses
simplificadoras e permitem que algumas varidveis sejam definidas.

Hipéteses:

H, : A seqiiéncia de consumos é crescente e limitada. Crescente porque t, <
tni1, Vn dado, e limitada porque analisando a curva de tendéncia percebemos que ela
tende a se estabilizar, ou ainda, podemos dizer que um limitante inferior é¢ 800.000 m? e
um limitante superior é 1.200.000 m3;

Hy:C,=2Chy1,0limC, =limC,; = C%

Hj : A variagao de C), em relacao a C), 1 é proporcional a uma constante;

H, : A variagao de C* — (), em relagao a t,, é proporcional ao valor de em cada

Variaveis definidas:
t,: tempo, em anos;

C,: consumo médio mensal, em m3;

3

C(t): consumo, em m° no tempo t;

C*: valor de estabilidade do consumo de agua.

Uma Analise Preliminar dos Dados

Observando os dados do Quadro 1 podemos verificar que na cidade de Sao Mateus
do Sul o consumo de dgua nos anos de 2001 a 2007 é crescente. Por outro lado, podemos
supor que este consumo mensal é limitado, ou seja, este consumo nao serd infinita-
mente grande, mas ira estabilizar-se ao longo dos anos. Isto denota um comportamento
assintotico dos dados no decorrer do tempo.

Na deducao de um modelo para descrever o consumo de agua ao longo do tempo,
é importante determinar o valor assintético deste consumo que denominamos “valor de

estabilidade”.
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A Obtencao do Valor de Estabilidade

Levando em consideracao as observacoes acima apresentadas, consideramos que o
consumo durante estes anos determina uma seqiiéncia (C,,) mondtona crescente e também
limitada. Logo, trata-se de uma seqiiéncia convergente. Portanto, existe o limite da
seqiiéncia de consumo, isto €, existe um numero real C* tal que lim C,, = C*.

O valor limite C* constitui o “ponto de estabilidade”do consumo de agua. Para
determina-lo usamos um método conhecido como “Método de Ford-Walford”.

Dada a seqiiéncia (C,,) de consumos mensais, a existéncia de um ponto de esta-
bilidade é descrita pela condigao C, 11 = C,.

Assim, consideramos as seqiiéncias monétonas crescentes e limitadas (C,) e (Cr41)

definidas como no Quadro 2.

Quadro 2: (C,) e (Cpi1)
Cn Cn+1
886.233 903.886

903.886 952.639
952.639 974.818
974.818 | 1.039.443
1.039.443 | 1.054.109
1.054.109 | 1.084.599
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1.200.000 -
y=0,96x+69.978,78
R?=0,92
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Figura 2 : Ajuste linear das sequéncias Cn e Cn+1

Mesmo desprezando um dado em C,,,; temos que lim C,, = lim C,,;; = C*. Con-
sideremos agora os pontos do plano formados pelos pares (C,,, C,y1) (Figura 2). Com

isso determinamos uma fungao continua f tal que C,, 11 = f(C),) capaz de ajustar estes

pares (Cp, Cpi1).

Utilizamos o programa Fxcel para encontrar um ajuste linear para os pares

(Cp, Cni1), ou seja, encontramos uma reta C, 1 = aC,, + b (Figura 2).

Fazendo C,, 11 = C,, = C* obtemos o ponto de estabilidade C*:

Chi1 = (0,96)C, + 69978, 78

Coi1 = C,, = C* = 1.749.469, 5

A Diferenca entre o Consumo e o Ponto de Estabilidade

Para analisar essa diferenga fazemos C* e C,, ao longo dos 07 anos (Quadro 3).
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Quadro 3: C* - C,
Ano | t, C, c*—-C,

2001 | 0 | 886.233 | 863.236,50
2002 | 1 | 903.886 | 845.583,50
2003 | 2 | 952.639 | 796.830,50
2004 | 3 | 974.818 | 774.651,50
2005 | 4 | 1.039.443 | 710.026,50

)

6

2006 1.054.109 | 695.360,50
2007 1.084.599 | 664.870,50

Podemos observar que a diferenca C* — (), vai diminuindo no decorrer do tempo.
Sendo assim, podemos mesmo supor que lim,,_...(C*—C,,) = 0 uma vez que lim,, ., C* =
Chp.

Deste modo, vamos usar um ajuste exponencial para os pares (t,, (C* — C,,)), ou

seja, vamos procurar uma funcio do tipo (C* — C,) = ae’".
900.000,00 -
C*-C,=873862,63¢004
2 =
850.000,00 - R™=0,980
800.000,00 -
UC
Y 750.000,00 -
(.
700.000,00 -
650.000,00 -
600.000,00 . | | | | | 1
0 1 2 3 4 5 6 7
t{anos)

Figura 3: Ajuste exponencial
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Logo a funcao ajustada é dada pela funcao:
C* — C, = 873862, 63¢~ %04

Deste modo, é possivel, usando o valor de C* ja determinado, obter o modelo que

fornece a expressao para C,.
C, = 1749469, 50 — 873862, 63004t
Considerando o tempo como varidvel continua (¢) pode-se escrever:

C(t) = 1749469, 50 — 873862, 630

Representacao Gréfica (plotado no Gnuplot):

1e+006
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Validagcao do Modelo Encontrado
A validacao de um modelo consiste em comparar os dados observados, neste caso
os dados obtidos junto a SANEPAR, com os dados estimados pelo modelo. Fazemos esta

comparacao no Quadro 4.

Quadro 4: Comparacao entre os dados observados e o valores obtidos pelo modelo

Ano | t, | C,, (Consumo observado) | C* — C,, (modelo) Erro (%)

2001 | O 886.233 875.606,87 1,199022153
2002 | 1 903.886 909.871,51 -0,662197869
2003 | 2 952.639 942.792,62 1,033589665
2004 | 3 974.818 974.422 87 0,040533251
2005 | 4 1.039.443 1.004.812,89 3,331602845
2006 | 5 1.054.109 1.034.011,29 1,906606352
2007 | 6 1.084.599 1.062.064,81 2,077651879

Com o desenvolvimento desse trabalho foi possivel perceber algumas aplicagoes
dos conceitos matematicos quando se busca compreender aspectos atrelados ao dia a dia.
Também foi nos proporcionado um repensar sobre os conceitos anteriormente apreendi-
dos no que refere a Matemadtica e a Modelagem Matematica. O uso de ferramentas
computacionais é outro fator relevante no desenvolvimento desse trabalho.

Ainda nao foi realizada na ocasiao desse trabalho, mas que enriqueceria a ativi-
dade é estudar esse modelo por meio de uma equacao diferencial e também analisar a
evolucao populacional no mesmo periodo, de forma a investigar se o crescimento do con-

sumo ocorreu na mesma proporc¢ao do crescimento populacional.
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